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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a teoria de Galois para o caso de agoes de
grupoides finitos sobre anéis nao comutativos. Precisamente, daremos condigoes
para que a aplicacao de Galois seja injetiva, e apds apresentaremos uma caracte-
rizagdo de uma extensao Azumaya Galois. Em ambos os casos, estenderemos os

resultados de [32] e [30], respectivamente, para o contexto de grupoides finitos.

Palavras-chave: Teoria de Galois, agoes de grupoides, aplicacao de Galois,

Azumaya Galois.
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Abstract

The purpose of this work is to study the Galois theory for the case of finite
groupoids acting on noncommutative rings. Precisely, we will give some conditions
for the Galois map to be injective and further we will present a characterization for
an Azumaya Galois extension. In both cases we shall extend the results of [32] and

[30], respectively, for the finite groupoid context.

Keywords: Galois Theory, groupoids actions, Galois map, Azumaya Galois.
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Introducao

A nogao de grupoide foi introduzida por H. Brandt [7] em 1926, e é usu-
almente apresentada como sendo uma categoria pequena onde cada morfismo é
invertivel [8]. Desta forma, a nocao de grupoide é uma extensao natural da nogao
de grupo, visto que um grupo é um grupoide com apenas um objeto. Nesta tese,
iremos adotar a versao axiomaética de grupoide dada em [24]. Podemos dizer breve-
mente que um grupoide é um conjunto nao vazio munido de uma operagao bindria
parcialmente definida, para quais os axiomas de grupo sao validos desde que os

elementos sejam operaveis.

Introduzida por D. Bagio e A. Paques [4], a definigdo de agao parcial de um
grupoide sobre um anel é uma generalizacao da nocao de agao parcial de um grupo
sobre um anel, apresentado por M. Dokuchaev e R. Exel [I3]. Em [4], os autores
também apresentam a nocao de agao global de um grupoide sobre um anel, bem
como exibem uma condicao necessaria e suficiente para que uma dada acao parcial

seja global. Neste trabalho, trataremos de agoes globais de grupoides.

Em 1965, S. Chase, D. Harrison e A. Rosenberg publicaram em [10] uma Teoria
de Galois para o caso de anéis comutativos. Dentre os varios resultados apresentados
por estes, foi mostrado o teorema, conhecido como Teorema da Correspondéncia

CHR, que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos do grupo



de Galois GG, que age sobre um anel R, e as subalgebras de R que sao separaveis
sobre a subdlgebra dos elementos invariantes pela acao de G e que, além disso, sao
G-fortes. A aplicacao que fornece tal correspondeéncia é chamada de aplicagao de
Galois. Em [4], D. Bagio e A. Paques generalizaram para o contexto de grupoides
as equivaléncias para a definicao de extensao de Galois. Ja a correspondéncia de
Galois foi generalizada para acoes de grupoides por A. Paques e T. Tamusiunas em

126).

Para o caso de anéis nao comutativos, ainda nao foi obtida uma correspondéncia
de Galois geral, no sentido de que nao se exija nada a respeito dos anéis envolvidos.
Porém se pode obter resultados sobre a correspondéncia estudando certas algebras
que satisfazem o teorema da correspondéncia. Em [32], G. Szeto e L. Xue deram
condigoes para que a aplicacao de Galois seja injetiva. No contexto de grupoides,
A. Paques e T. Tamusiunas, em [27], apresentaram condigoes em que a aplicacao
de Galois é injetiva, mas nao necessariamente sobrejetiva, e deram caracterizacoes
de dlgebras que satisfazem o teorema (generalizando os resultados de G. Szeto e L.

Xue [31]).

Ainda sobre a Teoria de Galois para o caso nao comutativo, mais precisamente
sobre as dlgebras que sao ditas dlgebras de Galois, T. Kanzaki [23] e M. Harada
[17, 18] desenvolveram uma Teoria de Galois a partir de estudos sobre tais algebras.
Em [30], G. Szeto e L. Xue, mostraram que existe uma subélgebra S de uma algebra
de Galois R que, sob determinadas condigoes, da algumas caracterizacoes para R,

vista agora como uma extensao Azumaya Galois de S.

O objetivo desta tese é estudar a Teoria de Galois para o caso de uma acao
de um grupoide finito sobre um anel nao comutativo. Para isso, iremos organizar
este trabalho da seguinte maneira. No Capitulo [T} recordamos ao leitor os con-

ceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores,



bem como apresentamos e fixamos algumas notagoes. Inicialmente apresentamos
as defini¢oes e resultados basicos da teoria de algebras de Azumaya. Recordamos o
conceito de grupoides, de acoes de grupoides e mostraremos algumas propriedades

fundamentais.

No Capitulo [2| recordaremos alguns resultados sobre a Teoria de Galois para o
contexto de grupoides. Um destes resultados, o qual serd apresentado de maneira
sucinta, é a primeira parte do Teorema da correspondéncia de Galois o qual foi
mostrado por A. Paques e T. Tamusiunas em [26]. Além disso, introduziremos novos
resultados acerca da Teoria de Galois para acoes de grupoides, mais especificamente,
um desses resultados nos diz essencialmente que se a dlgebra R é escrita em termos
de J,, onde J, = {r € E,|xr = rfy(xly-1), para todox € R} é um C(R)-médulo a
direta, entao R sera uma extensao [3-Galois central, onde 3 é a agao de um grupoide

finito G em R, e C'(R) denota o centro de R.

No Capitulo [3] daremos condigoes para que a aplicacao de Galois seja injetiva.
Essencialmente, se R é uma extensao 3-Galois de R?, dado H um subgrupoide
amplo de G, denotaremos por 6 : H — R a aplicacdao de Galois dos subgru-
poides amplos H de G nas R°-subélgebras separavéis de R. Introduziremos duas
aplicacoes, o : H — O(H)C(R) e v : H — Vr(0(H)) que sao induzidas pela
aplicacao #, e provaremos que existe uma relacao entre o,v e 6. Além disso, defi-
niremos & : H + O(H)C(R) e ¥ : H + Vr(0(H)), onde Vz(0(H)) é o comutador
de R em 0(H) e considerando R” uma C(R)’-algebra separdvel, mostraremos que
& e 7 sdo aplicacdes injetivas do conjunto {H |H é subgrupoide amplo de G} no
conjunto {7'| T é C(R)-subélgebra separavel de R}. Os resultados deste capitulo

estao publicados em [28] e estendem os resultados de [27] e [32].

No dltimo capitulo trataremos sobre algebras de Galois e extensoes de Azu-

maya Galois. Precisamente, considere R uma algebra de Galois de R”, o sub-



grupoide amplo de G, Heomry = {9 € G|Py(cly—1) = cl,, para todoc € C(R)} e

denote Ry, = &P Jg. Sob estas condicoes, apresentaremos algumas carac-

9€H e (R)

terizagoes para a extensao Azumaya Galois R usando Ry o

Ao longo deste trabalho, anel significa um anel associativo com unidade nao

necessariamente comutativo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos que serao fundamentais para o
desenvolvimento deste trabalho. Comecaremos estudando brevemente algebras de
Azumaya. Posteriormente, iremos introduzir o conceito de grupoides e explorar al-
guns resultados importantes sobre estes. As defini¢oes e os resultados apresentados

neste capitulo podem ser encontrados nas referéncias indicadas.

1.1 Algebras de Azumaya

Nesta se¢ao apresentaremos a definicao de dlgebras de Azumaya e alguns resul-
tados importantes acerca desse tema. Para isso, comecaremos definindo algebras
separaveis e estudando algumas de suas propriedades. Nesta secao, R denotard um

anel e C(R) = {x € R|zy = yz, para todoy € R} o seu centro.

Definigao 1.1.1. [19, Definition 2] Sejam R um anel e S C R subanel com a mesma
unidade de R. Dizemos que R é uma extensdo separdvel sobre S (ou simplesmente
S-separdvel) se existe z = Y " | 1;®gy; € R®gRtal que Y " xy; = 1lg e rz = zr,

para todo 7 € R. Em particular, se S = C(R) dizemos que R é uma extensdio de



Azumaya de S (ou simplesmente Azumaya sobre S ou S-dlgebra de Azumaya).

Se S é um anel comutativo e R é uma extensao separavel sobre S, entao R é

uma algebra separdvel sobre S no sentido de [1]. Precisamente:

Definigao 1.1.2. [il, Section 1] Sejam S um anel comutativo e R uma S-élgebra.
Dizemos que R é uma extensdo separdvel sobre S (ou simplesmente S-separdvel)
se e somente se R ¢ um R®-mddulo a esquerda projetivo, onde R° = R ®g R° é a

algebra envolvente sobre S e R° denota a algebra oposta de R.

A seguir apresentaremos algumas propriedades e resultados sobre separabilidade.
Optamos por nao demonstrar tais resultados, visto que sao resultados classicos da

teoria de extensoes separaveis e podem ser encontrados nas referéncias indicadas.

Dado um R-bimédulo M. Consideremos o subconjunto de M,
M*® = {m € M |mz = xm, para todoz € R}.

Notemos que M® é um C(R)-submédulo & esquerda de M via ¢ - m = cm, para
quaisquer ¢ € C(R) e m € M%, e R ®c(ry M® ¢ um R*mdédulo & esquerda via
(a®0°) - (r@m) = arb® m, para quaisquer a,b,r € R e m € M. Além disso, a
aplicacao v : R®@c(r) M — M definida por ¢ (r ® m) = rm é um homomorfismo

de R°-modulos a esquerda.

Teorema 1.1.3. [1, Theorem 3.1] Sejam K wum anel comutativo e R uma K-

algebra. Entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) R € separdvel sobre C(R);

(i) para todo R°-mddulo M, a aplica¢io R ®@c(r) ME — M € um isomorfismo

de R-dlgebras.

Proposicao 1.1.4. [19, Proposition 2.5] Sejam R um anel, S e T subanéis de R

tars que T' C S.



(i) Se R é uma extensdo separdvel de T, entdo R € extensdao separdvel de S;

(i) Se R é uma extensdo separdvel de S e S é uma extensao separdvel de T', entdo

R € uma extensao separdavel de T'.

Proposicao 1.1.5. [12, Proposition 1.13] Sejam R, S anéis comutativos, A uma
R-dlgebra e B uma S-dlgebra. Entao, A B é R® S-dlgebra separdvel se e somente

se A € R-separdvel e B é S-separdvel.

Observagao 1.1.6. Seja A uma K-algebra sobre o anel comutativo K. Lembremos
que A é uma K-algebra central se A é fiel como K-modulo a esquerda e K coincide
com o centro de A [12]. Se R é uma extensao separavel sobre S, em particular, R é
fiel como S-moédulo. Assim, podemos também definir uma R-algebra de Azumaya

como sendo uma S-algebra separavel e central.

Teorema 1.1.7. [22, Theorem 1] Sejam R uma K -dlgebra sobre o anel comutativo
K e M um R-mddulo a esquerda fiel e Q = Hompgr(M,M). Se R é uma K-
algebra separdvel e M ¢ R-mdodulo a esquerda projetivo finitamente gerado, entdo
Q € uma K-dlgebra separdvel, M ¢é um Q-mddulo projetivo finitamente gerado e
Homqo(M,M) = R. Além disso, se R é uma dlgebra central sobre K, entdo §) é

algebra central sobre R.

Os resultados apresentados a seguir sao bastante conhecidos na literatura e suas

demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias indicadas.

Seja A um anel. Para qualquer A-moédulo M, consideremos o subconjunto

Ta(M) = {Z filmy) | fi € Homa(M, A), m; € M, I conjunto de indices} :
iel

Como Homy(M, A) é um A-médulo a direita via (f - a) = f(m)a, para quaisquer

ac€ A, feHomy(M,A)eme M, entao a(d_,.; films)) = > ,c; filam;) € Ta(M)

e (D s filmi)a = ., (fi - a)(m;) € Ta(M). Assim, Tx(M) é um ideal bilateral

de A, chamado de ideal traco de M.



Definig¢ao 1.1.8. [1], Chapter 1] Sejam A um anel e M um A-mdédulo & esquerda.

Dizemos que M é um A-mddulo gerador se Tx(M) = A.

Observagao 1.1.9. Da definicao acima, segue que M é um A-gerador se e somente

se existem fy, ..., f, € Homa(M, A) e my,...,m,, € M tais que Y ., f;(m;) = 1.

Definigao 1.1.10. [15, Chapter 1] Sejam R um anel e M um R-mdédulo a esquerda.

Dizemos que M é um R-progerador se M é finitamente gerado, projetivo e gerador

sobre R.

Teorema 1.1.11. [12, Theorem 3.4] Sejam K um anel comutativo e R uma K-

dalgebra. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) R é Azumaya sobre K;
(i1) R é um R¢-progerador e R é K -central;
(iii) R € um K-progerador e a aplica¢ao ¢ : R® — Homg (R, R) dada por
zp(zn: a; @ b;)(x) = Zn: a;xh;
i=1 i=1
¢ um isomorfismo de anéis.

Teorema 1.1.12. [12, Theorem 3.8] Seja K um anel comutativo. Uma K -dlgebra
R € separdavel se e somente se R é uma dlgebra de Azumaya sobre seu centro e seu

centro € uma K-dlgebra separdvel.

Defini¢ao 1.1.13. [12, Chapter 2] Sejam S um subanel de R. Definimos o comu-

tador de S em R como sendo o conjunto

Vr(S) ={r € R|rs = sr, para todos € S}.

Notemos que comutador de S em R é um subanel de R. Além disso, mostremos

as seguintes propriedades sobre Vg(5).



Proposicao 1.1.14. Sejam R um anel e S, 55 subanéis de R. Entao:
(1) Vr(S1) = Vr(S1C(R));
(ZZ) S@ VR(Sl) = VR<SQ>, entao VR(51C(R)) = VR<SQC(R>>,

(iii) Se Sy C C(R), entdo Vg(Si) = R.

Demonstracao. (i) Seja r € Vgx(Sy). Entdo rs = sr, para todo s € S;. Dado
s'c e SlC(R),

r(s'c) =r(cs’) = (re)s’ = (cr)s’ = c(rs’) = c(s'r) = (¢s')r = (s'e)r.

Portanto, r € Vi(S1C(R)). Reciprocamente, como S; C S;C(R), segue que
Ve(51C(R)) € Va(51).

(i7) Seja r € Vr(S1C(R)). Entao r(sc) = (sc)r, onde sc € S;C(R). Notemos que
r(sc) = r(es) = (cr)s e (sc)r = s(er), pois ¢ € C(R). Logo (er)s = s(er), donde
cr € VR(S1). Como Vg(S1) = Vr(S2), entao cr € Vg(S2). Ou seja, (cr)s’ = s'(cr)
para todo s € Sy. Logo (cr)s’ = (rc)s’ = res’ = r(s'c) e '(er) = (s'c)r. Portanto
r € Vg(S2C(R)). A reciproca é feita de maneira anéloga.

(77i) Claramente, Vg(S;) € R. Reciprocamente, seja r € R. Dado s € S, em

particular, s € C(R). Logo, rs = sr. Portanto, r € Vz(51). O

Proposicao 1.1.15. [12, Proposition 7.1.3] Sejam K um anel comutativo e A, B

dalgebras de Azumaya sobre K. Entio A Qg B € uma dlgebra de Azumaya sobre K.

Teorema 1.1.16. [12, Theorem 4.3] Sejam R um anel, A uma R-dlgebra de Azu-
maya, B uma subdlgebra de A contendo R e separdvel sobre R. Entdo, Vao(B) é
uma subdlgebra separdvel de A e Va(V4(B)) = B. Se B for Azumaya sobre R, entdo
Va(B) também o €, e a aplicacao v : B®@g Va(B) — A dada por Y(x ®@y) = xy é

um isomorfismo de R-dlgebras.



Teorema 1.1.17. [12, Theorem 4.4] Sejam R um anel, A uma R-dlgebra de Azu-
maya, B e C' subdlgebras R-separdveis de A tal que a aplicacio ¢ : B @r C — A
dada por ¢p(x ® y) = xy € um isomorfismo de R-dlgebras. Entao, B e C sio R-
dlgebras de Azumaya com Va(B) = C e V4(C) = B.

Finalizaremos essa subsecao observando um fato importante sobre as algebras

de Azumaya. Para isso, definiremos a nogao de extensao Hirata-separavel.

Defini¢ao 1.1.18. [29, Definition 1] Sejam R um anel e S C R um subanel com
a mesma unidade de R. Dizemos que R é uma extensao Hirata-separdvel de S se

R®g R é isomorfo a um somando direto de uma soma finita de R como R-bimoédulos.

Observagao 1.1.19. Em [29], podemos ver que algebras de Azumaya cumprem a
condicao da definicao acima. Consequentemente, uma algebra de Azumaya é uma

extensao Hirata-separavel.

1.2 Grupoides

Nesta secao introduziremos os conceitos de grupoides e acao de grupoide sobre
um anel, ilustrando com exemplos, além de apresentar resultados importantes dessa
teoria. Em geral, um grupoide é definido como uma categoria pequena em que todo
morfismo é invertivel, o qual é uma generalizacao natural de grupos, visto que um
grupo ¢ uma categoria pequena com um unico objeto. Iremos apresentar neste

trabalho a versao axiomética dada em [24].

Defini¢ao 1.2.1. [2], Chapter 3] Seja G um conjunto nao vazio munido de uma
operacao binaria definida parcialmente, que sera dada pela concatenagao. Dados
g,h € G, escrevemos dgh sempre que o produto gh estd definido. Um elemento
e € G é chamado de identidade se Jeg e dge entao eg = g = ge. Assim, se e, €’ sao

identidades, Jee’ entdo e = €¢’. Dizemos que G é um grupoide se:

10



(G1) Para todo g, h,l € G, g(hl) se e somente se I(gh)l, e neste caso sao iguais;
(G2) Para todo g, h,l € G Jg(hl) se e somente se Jgh e Fhl;

(G3) Para cada g € G existem unicas identidades d(g), r(g) € G tais que Jgd(g),
Ir(g)g e gd(g) = g =r(9)g;

(G4) Para cada g€ G existe um elemento g~' €G tal que d(g)=g 'g e r(g)=gg .

O conjunto das identidades de G serd denotado por Gy.

Observacgao 1.2.2.

1. Para todo g € G, o elemento d(g) é chamado identidade dominio de g e o

elemento r(g) é chamado identidade imagem de g;

2. O conjunto de todos elementos g € G tais que d(g) = r(g) = e serd denotado
por G.. Claramente, G, é um grupo cujo elemento identidade é e, e é chamado

de grupo principal (ou de isotropia) associado a e.

3. O conjunto dos pares (g,h) € G x G tais que Jgh, serd denotado por G.

No lema a seguir mostraremos algumas propriedades bésicas sobre grupoides.

Lema 1.2.3. [2], Chapter 3] Seja G um grupoide. Entdo, sao vdlidas as sequintes

propriedades:

(i) Para todo g,h € G, (g,h) € G* se e somente se d(g) = r(h) e, neste caso,
d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g);

(11) Para todo g € G, o elemento g~ € tinico com a propriedade descrita na

Definiio [T.2.1] (G4);

(iii) Para todo g,h € G, (h™',g7') € G* se e somente se (g,h) € G* e, neste caso,
(gh)™r =hlg™;

11



(iv) Para qualquer e € Gy, temos que d(e) =r(e) =c ee ! =¢;

(v) Para todo (g,h) € G*, gh € Gy se e somente se g =h™";

Demonstragdo. (i) Suponhamos que (g, h) € G2 Notemos que Jgd(g), Ir(h)h = h

e gd(g) = g, r(h)h, para quaisquer g, h € G. Assim,

gh = (gd(g))(r(h)h) = g(d(g)r(h))h,

logo 3d(g)r(h). Como d(g) e r(g) sao identidades, temos d(g) = d(g)r(h) = r(h).
Reciprocamente, suponhamos que d(g) = r(h). Como para cada g € G, Jgd(g)

temos

gd(g) = gr(h) = g(hh™") = (gh)h™".

Portanto, 3gh. Além disso, gh = g(hd(h)) = (gh)d(h) e gh = (r(g)g)h = r(g)gh.
Como (gh)d(gh) = gh e r(gh)(gh) = gh, pela unicidade de d(h),r(g), segue que
d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g).

(17) Seja g € G. Suponhamos que existam h,l € G inversos de g. Entao, d(g)=hg=lg
e r(g) = gh = gl. Assim, pelo item (i), d(h) = r(g) = d(l).

h = hd(h) = hr(g) = h(gh) = (hg)h = (lg)h
=l(gh) =1(r(g)) = U(d(l)) = L.

Logo, o inverso é tinico. Agora consideremos [ = ¢! e vejamos que [~! = g. Como
r(g) = g9t =gl e d(g) = g~tg = lg. Pelo item (i), d(g) = r(I) e d(I) = r(g). Logo
pela unicidade do inverso, g = [~!. Portanto, 7! = (¢71)"! = g¢.

(i17) Suponhamos que (h™!, g71) € G?, ou seja, Ih~1g~!. Pelo item (i), temos que

d(h™')=r(g™1). Além disso, pelo item (i), notemos que

rlg ) =g g =g g =dlg) (1.1)

d(h™) = (™Y h! = hh™! = r(h). (1.2)
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Entao, d(g) = r(h). Logo, dgh e consequentemente (g, h) € G?. Reciprocamente,
suponhamos que (g,h) € G*. Entao, pelo item (i), d(g) = r(h). Assim, segue de
(1.1) e (1.2) que d(h™') =r(¢g7"). Logo, (h™t, g7 ') € G2. Mais ainda,

gh(h™'g™") = g(hh™")g™" = gr(h)g~" = gd(g)g™" = g9~ =r(g)

=r(gh) = (gh)(gh)~".

(h g Hgh=h"Y g 'g)h = h~td(g)h = h='r(h)h = h"'h = d(h)

= d(gh) = (gh)™"gh.
Pela unicidade do elemento inverso, temos que (gh)~! = h~tg~1.
(iv) Seja e € Gy. Entao, e = d(g) = r(g'), para algum g € G. Sejam h,l € G tais
que Jeh e Jle. Pelo item (i), d(e) = r(h) e d(I) = r(e). Notemos que,
re) =r(d(g) =r(g'9) = (9799 '9) " =(99)9 ™"y

=g (99 Ng=9""r(9)9 =g "9 =d(g).

Analogamente, temos que d(e) = d(g).Logo, r(e) = d(e) = e. Consequentemente,

Jeeeece =e=re"1.

(v) Seja (g,h) € G%. Entao, d(g) = r(h). Suponhamos que gh € Gy. Logo, gh = e,

para algum e € G,. Portanto,
g =gd(g) = gr(h) = g(hh™") = (gh)h ™" = eh™" = h~".

Reciprocamente, suponhamos que g = h~!. Entao, gh = h™'h = d(h) € G.

Vejamos alguns exemplos de grupoides.

Exemplo 1.2.4. [20, Chapter 3] Todo grupo G é um grupoide, onde todos seus

elementos sdo operdveis e r(g) = d(g) = 1g, para todo g € G.

13



Exemplo 1.2.5. [4, Example 1] A uniao disjunta de grupos [],., Gx é um gru-
poide, onde o produto gh esté definido se e somente se g e h pertencem ao mesmo

G.

Exemplo 1.2.6. [20, Ezample 3.4/ Seja G um grupo agindo por bije¢oes em um

conjunto X. Em X X G, definimos a seguinte operagao parcial
(2, 9)(y, h) & = = gye, neste caso, (z,9)(y,h) = (z, gh).

O conjunto X x G com esta multiplica¢ao parcial serd denotado por P(X,G). Com a
operagao definida acima, temos que P(X, G) é um grupoide, onde d(z,g) = (z, 1),

r(r,9) = (92,1¢) e (x,9)~" = (gz,97").

Exemplo 1.2.7. |2/, Example 2] Sejam K um anel comutativo, R uma K-algebra

e I,.J ideais de R gerados por idempotentes centrais. Definimos
Ix(R) = {frs: I — J| fr; é K-isomorfismo}

O conjunto I (R) é um grupoide com a operagao de composi¢ao de fungdes. Ou

seja,
3f1s9r5 < Dom(fry) = Im(gpy) & 1 =T,

para quaisquer fr7,gry € Ix(R). Além disso, d(f) = Idr e r(f) = 1d;.

Introduziremos a seguir a definicao de acao de grupoides sobre uma algebra.

Definigao 1.2.8. [/, Section 1] Sejam G um grupoide, K um anel comutativo e R
uma K-algebra unitdria. Uma ag¢do de G sobre R é um par 8 = ({E,},{54}),cq

onde para cada g € G, B, = E, ¢ um ideal de R e 3, : E;-1 — E, ¢ um

isomorfismo de K-algebras satisfazendo:

(i) . é a aplicagao identidade de E., Idg,, para todo e € Gy;
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(i) By(Br(r)) = Byn(r), para todo (g,h) € G2 er € Ep1 = Egny-1.

Notemos que se 8 = ({Ey},{6,}),.o ¢ uma agao de G sobre R, entao é facil
verificar que, Bg, = {Ey}, {B,}) 5 uma acao do grupo G, sobre o anel E,, para

g€Ge e

todo e € G.

Exemplo 1.2.9. [/ Ezample 2.2] Consideremos o grupoide G = {d(g),r(g9), 9,9~}
e a algebra R = Key & Key & Kez ® Key, onde K é um anel com unidade e
€1, €9, 63 € e4 sao idempotentes dois a dois ortogonais cuja a soma é 1. Sejam
Eqgg = Eg1 = Key ® Key, Eyg) = Ey = Kes @ Key, e definimos By = IdEd(g),
Brig) = Idg,,,, By(aei+bez) = aez+bey e By-1(aez+bes) = aey +bes, para quaisquer
a,b € K. Entao, 8 = ({Ey},{By}),es ¢ uma acao do grupoide G sobre R.

Definigao 1.2.10. [71, Section 2/ Sejam K um anel comutativo, R uma K-algebra

e G um grupoide finito. Dizemos que G age sobre R por isomorfismos parciais se

G C Ik(R).

1.2.1 Subgrupoide normal e grupoide quociente

Nesta subsecao iremos definir algumas subestruturas de grupoides, bem como

apresentar alguns exemplos e resultados sobre estes.

Defini¢ao 1.2.11. [206, Section 2] Sejam G um grupoide e H um subconjunto nao

vazio de G. Dizemos que H é um subgrupoide de G se satisfaz as seguintes condicoes:

(i) para todo g,h € H, se Jgh entdo gh € H;
(11) se g € H, entao g~ € H, para todo g € H.

Definigao 1.2.12. [2d, Section 2] Seja H um subgrupoide de um grupoide G.

Dizemos que H é um subgrupoide amplo de G se Hy = Gy.
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Exemplo 1.2.13. [26, Ezample 3.2] Seja G um grupoide. Entao, Gy é um subgru-
poide de G.

Exemplo 1.2.14. [2, Ezample 1] Seja G um grupoide. Para cada g € G tal
que d(g) = 7(g), o conjunto H(g) = {h € Gyq |gh = hg} é um subgrupoide
de G. Com efeito, sejam h,l € H(g) tais que Jhl. Como h,l € H(g), entado
d(h) =r(h) =d(g),d(l) = r(l) = d(g),gh = hg e lg = gl, para cada g € G tal que
d(g) =r(g). Assim,

g(hl) = (gh)l = (hg)l = h(gl) = h(lg) = (hl)g.

Logo, hl € H(g). Temos ainda que h™' € Gy, pois r(h™') = d(h) = d(g) e
d(h™') = r(h) = d(g). Além disso, como h € H(g), temos que d(h) = r(g) e
gh = hg. Entao,

gh™ = 1(g)gh™ = d(h)gh™" = h™"hgh™" = h='ghh~"

=h~'gr(h) = h™'gd(g) = h™'g.
Logo, h~! € H(g). Portanto, H(g) é subgrupoide de G.

Definicao 1.2.15. Seja ‘H um subconjunto de um grupoide G. O subgrupoide
gerado pelos elementos de H é o menor subgrupoide de G que contém H, denotado

por (H).

Lema 1.2.16. [26, Lemma 2.1] Seja B = ({Ey},{By}),eq uma agdo do grupoide G
sobre uma dlgebra R, onde para cada e € Gy, E, é uma dalgebra com unidade 1.. Para
qualquer subdlgebra S de R, seja Hg = {g € G| B,(s1,-1) = sl,, para todo s € S}.

Entao, Hs € um subgrupoide amplo de G.

Demonstragao. Sejam g,h € Hg. Suponhamos que, Jgh, ou seja, d(g) = r(h).

Entao,

Ban(81(gny-1) = Bgn(s1p-14-1) = By(Bu(s1p-1)14-1) = By(s1p1y-1)
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para todo s € S. Logo, gh € Hg. Além disso,
69—1 (819) = 59—1(59(819—1)) = ﬁg_1g(slg—1) = ﬁd(g)(819—1) = 819—1,
para todo s € S. Portanto, ¢g=! € Hs.

Agora observe que Hg é subgrupoide amplo de G, pois [.(sl.) = sl., para todo
e € Go. ]

Exemplo 1.2.17. Seja Hg o subgrupoide de G definido no Lema [1.2.16] Conside-

remos T uma subalgebra de S e definimos o conjunto
L={heHs|Bn(xl,-1) =21, para todox € T}.
Temos que £ é um subgrupoide amplo de Hg.

Definigao 1.2.18. [20, Section 3] Sejam G um grupoide e H um subgrupoide de

G. Para todo g € G, definimos o subconjunto
9 "Hg = {9 "hglh € H e r(h) =d(h) = r(g)}.
Dizemos que H é um subgrupoide normal de G, se g-*Hg # 0 e g 'Hg C H, para
todo g € G.
Em [§], R. Brown apresentou outra definigdo para subgrupoide normal. Preci-
samente,
Definigao 1.2.19. [§, Section 1] Sejam G um grupoide e H um subgrupoide de G.

O subgrupoide H ¢ dito normal se Gy = Ho e g~ H, (49 = Ha(y), para todo g € G.

Da defini¢ao acima, podemos ver que um subgrupoide normal é também um
subgrupoide amplo. Além disso, em [26] foi mostrado a equivaléncia da defini¢ao

acima com a Definicao [1.2.18] Neste trabalho usaremos a Definicao [1.2.18
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Lema 1.2.20. Seja 8 = ({Ey},{By}),c6 uma agio de um grupoide G sobre uma
dalgebra R, onde cada E, é uma dlgebra unitdria. Se S é uma subdlgebra de R tal

que B4(S1,-1) C Sy, para cada g € G, entdo Hg € subgrupoide normal de G.

Demonstracao. Pelo Lema [1.2.16] Hg é um subgrupoide amplo de G, logo resta
mostrarmos que ¢~ 'Hgg C Hg, para todo g € G. Sejam g thg € g 'Hgge s € S.
Como (,(S1,-1) C S1,, By(sl,-1) = s'1,, para algum s’ € S, assim
Bg-1hg(sL(g-1ng)-1) = Bg=1(Br(By(slg-1)1p-1)1y) = Bg*l(ﬁh(sllg)lh*)lg)
= By-1((8'1g)1n)1g) = By-1(s'ly) = By-1(By(s14-1))

= Byg-14(81g-1) = Bag)(s1larg)) = slag) = slr(g-1) = 81g-14g.

Logo, g 'Hsg € Hg. O

Vejamos alguns exemplos de subgrupoides normais.

Exemplo 1.2.21. [26, Ezample 3.2] Seja G um grupoide. Entao, Gy é um subgru-

poide normal de G. Basta ver que ¢ 'Gog = {d(g)}, para todo g € G.

Exemplo 1.2.22. [26, Example 3.3] Pelo Exemplo sabemos que uniao dis-
junta de grupos [[,c, Ga é um grupoide. Considerando H um subgrupo normal

de G, para todo A € A, temos que [[,., Hx é um subgrupoide normal de G.

Exemplo 1.2.23. [20, Ezample 3.4] Seja P(X,G) o grupoide do Exemplo |1.2.6]
Se considermos H um subgrupo normal de G, temos que P(X, H) é um subgrupoide

normal de P(X,G).

Definigao 1.2.24. [26, Section 3] Seja G um grupoide. Dizemos que G é abeliano

se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) para cada g € G, d(g) = r(9);

(ii) para quaisquer g, h € G com d(g) = r(h), gh = hg.
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Exemplo 1.2.25. [26, Example 3.6] Todo subgrupoide H de um grupoide abeliano
G é normal. Com efeito, para todo g € G e h € H com d(h) = r(h) = r(g). Como

G é abeliano, d(g) = r(g), ou seja, d(g) = r(h). Assim,

Logo, g 'Hg # (). Além disso,
9 'hg =g 'gh =d(g)h =r(h)h =h € H.
Portanto, g 'Hg C H.

A seguir iremos definir e estudar algumas propriedades sobre classes laterais.
Além disso, apresentaremos condi¢oes para que o quociente de um grupoide possua

uma estrutura de grupoide.

Sejam G um grupoide e H um subgrupoide amplo de G. Definimos em G a

seguinte relagao:
g1~y 92 < Jh € Htal quedgihegs = gih,

para quaisquer g, go € G. Notemos que ~ é uma relacao de equivaléncia.

De fato, como H é amplo, existe d(g) € H tal que g = gd(g), para todo g € G.
Assim, g ~4 ¢. Sejam g¢;,g» € G e suponhamos que g; ~3 ¢o. Entao, existe
h € H tal que dgh e go = g1h. Como H é subgrupoide de G, h™! € H e entdo
g1 = g2h™". Logo, g1 ~3 g2. Por fim, suponhamos que g1 ~y g2 € g2 ~3 gs,
para quaisquer g¢i, 92,93 € G. Entao, existem hy, ho € H tais que dgihy, Jgoho €
g2 = g1h1,93 = gahs. Como d(hy) = d(g1h1) = d(g2) = 7(hs), Jh1hy € hihy € H.

Logo, g3 = g1(h1hs) e consequentemente g; ~y; gs.

Definigao 1.2.26. [20, Definition 6.1] Sejam G um grupoide e H um subgrupoide
amplo de G. Definimos a classe lateral a esquerda de um elemento g € G por

gH ={gh|h € Hed(g) =r(h)}.
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Analogamente, podemos definir em G a relagao de equivaléncia:
g1 ~x g2 < dh € Htal quedhgiegs = hg.

Neste caso, definimos a classe lateral a direita de ¢ € G por Hg = {hg|h €
Hed(h) =r(g)} (20, Definition 6.1]).

Chamamos de conjunto quociente de G por H o conjunto das classes laterais a

esquerda, o qual é denotado por G/H = {gH |g € G}.

Proposicao 1.2.27. [16, Proposi¢ao 1.2.13] Sejam G um grupoide e H um subgru-

poide normal de G. Entao, G/H é um grupoide com a sequinte opera¢ao:
JgiHgoH < Jh € Htal que dg1hgs,

para quaisquer g1H, goH € G/H, e neste caso, g1 HgH = g1hgaH.

1.2.2 Grupoides Conexos

Nesta subsecao estudaremos brevemente sobre grupoides conexos, e mostraremos

alguns resultados acerca destes.

Sejam G um grupoide e e, f € Gy. Denotamos o conjunto

Gle, f) ={9€Gldlg) =er(9) = [}
Em particular, G(e, e) := G, é o grupo de isotropia associado a e.

Definigao 1.2.28. [J, Section 2] Sejam G um grupoide. Dizemos que G é conexo

se G(e, f) # 0, para quaisquer e, f € G.

Consideramos a seguinte relacao em G :

6Nf<:>g(6,f)7é®,
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para quaisquer e, f € Gy. Notemos que a relagao acima é uma relacao de equi-
valéncia. Com efeito, como e € Gy e d(e) = r(e) = e, assim G, # (), donde segue
que e ~ e. Sejam e, f € Gy tais que e ~ f. Entao, existe g € G tal que d(g) = e e
r(g) = f. Em particular, g7 € G e r(¢g7!) = d(g) = e,d(g7") = r(9) = f. Logo,
G(f,e) # 0 e portanto f ~ e. Por fim, sejam e, f, e’ € Gy tais que e ~ f e f ~ €.
Assim, existem g, h € G tais que d(g) = e, r(g) = f e d(h) = f, r(h) = €. Entao,
Jhg e d(hg) = d(g) = e, r(hg) = r(h) = €. Logo, G(e,e’) # () e consequentemente

e~ e

Denotaremos a classe de equivaléncia de e € Gy por X € Gy/ ~.

Cada classe de equivaléncia X € Gy/~ determina um subgrupoide Gx de G, de
modo que, o conjunto dos objetos de Gx é X e Gx(e, f) := G(e, f), para quaisquer
e, f € X. Por construgao, Gy é um subgrupoide conexo de G, chamado de compo-
nente coneza de G associado a X. Além disso, G = [ | XeGo/~ Gx, conforme descrito

em [5].
Observacao 1.2.29.

1. Se G é um grupoide finito, entao G/~= {Xy,..., X,,} e consequentemente,

g= H?:l ng"

2. Seja G um grupoide finito tal que G = Heego Ge. Entao cada componente
conexa Gy, de G, X; € Gy/~, 1 < i < n, é subgrupo de G., para algum

e € Go.

3. Se para quaisquer 1 < 4,7 < n, Gx,,Gx; C Go, para algum e’ € Gy, entao
i = j. De fato, suponhamos que ¢ # j. Em particular, Gy,, Gx, sao subgrupos
de G/, para algum €’ € Gy, assim €’ € Gx, e €’ € Gx,. Logo, ¢’ € Gy, N Gx;, 0

que é um absurdo, pois Gx, N Gx, = ), para todo 1 < i < n.
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1.2.3 Teorema do Homomorfismo

Em [2], foi mostrado o teorema de homomorfismo para o caso em que o grupoide
¢ uma uniao disjunta de grupos. Nesta subsecao, temos como objetivo estender os

resultados apresentados em [2] para um grupoide qualquer.

Definicao 1.2.30. [21, Definition 1.4/ Sejam G e G’ grupoides. Dizemos que a
aplicacao v : G — G’ é um homomorfismo de grupoides se para quaisquer g, h € G

tal que Jgh, entao Y (g)Y(h) e neste caso ¥(hg) = 1 (g)(h).

Exemplo 1.2.31. Sejam G um grupoide e H um subgrupoide amplo de G. A
aplicacao 7 : G — G/H dada por m(g) = gH, paracada g € G é um homomorfismo
sobrejetor de grupoides. De fato, sejam g,l € G tais que dgl. Queremos mostrar
que 3r(g)m (1), ou seja, JgHIH. Assim, pelo Lema[l.2.27 basta ver que 3h € H tal
que Jghl. Mas como H é amplo, d(g) € H e Jgd(g)l = gl. Assim, IgHIH e neste
caso gHIH = gd(g)lH = glH.

Definigao 1.2.32. [2, Definition 8] Sejam G, G’ grupoides e ¥ : G — G’ um ho-
momorfismo de grupoides. Definimos os conjuntos Ker(¢) = {g € G|¥(g9) € Gj} e

»(G) ={u¥(g) € G'| g € G} como sendo o niicleo e a imagem de 1), respectivamente.

Proposigao 1.2.33. Seja v : G —> G’ um homomorfismo de grupoides. Entao,
(i) Para cada g € G, ¥(d(g)) = d(¥(9)),»(r(g)) = r((g)) e ¥(g~") = (¥(9)) "
(ii) Ker(v) € subgrupoide normal de G.

Demonstragao. (i) Seja g € G. Como Jgd(g) e 1 é um homomorfismo de grupoides,

entao 3 (g)¢(d(g)) e ¥(g) = ¥(gd(g)) = ¥(g9)¥(d(g)). Logo, pela unicidade da
identidade, ©¥(d(g)) = d(¥(g)). Analogamente, r(1(g)) = 1(r(g)). Por fim, como

dgg~", 3979 e ¢ é um homomorfismo, entao Fp(g)¥(g7"), ¥(g~)i(g) e

V(g)(g) =v(gg™") = ¢(r(g)) = r(¥(g)),
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V(g (g) = v(g'g) = ¢(d(g)) = d(v(g)).

Logo, (¥(9))"' =¥(g7").

(i) Sejam g,h € Ker(1) tais que 3gh. Como 1 é homomorfismo, Ju(g)w(h) e
U(g)(h) = ¢(gh). Assim, ¢(gh) € Gj. Pela Proposicio [1.2.3, ¢(g7") = (¥(g)) ",
entdo 1¥(g~1) € G. Logo, Ker(1) é subgrupoide de G. Para mostrarmos que
Ker(v) é normal, vejamos que g~ 'Ker(¢)g # 0 e g Ker(i)g € Ker(v), para
todo g € G. Seja g~thg € g 'Ker(w)g, onde h € Ker(¢) e d(h) = r(h) = r(g).
Como (d(g)) = d(1(9)) € Gy, d(g) € Ker(y) e g~ Ker(y)g # 0. Além disso, 3hg,
ou seja, ()Y (g). Entao, ¥(d(h)) = ¢(r(g)) e d(¥(g~ )y (h)) = r(¥(g)). Assim,
W (g )Y (h)¥(g). Logo, ¥(g " hg) = ¥(g~")¥(h)i(g). Desde que ¢(h) € Gy,
¥(g7thg) = (g HU(g) = d(¥(g)) € G}. Portanto, Ker(1) é subgrupoide normal
de G. H

)Y
)

Definigao 1.2.34. [2]], Definition 2.8/ Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de
grupoides. Dizemos que 1 é um homomorfismo forte se para quaisquer g,h € G

tais que 3P (g)y(h), entdao gh.

Teorema 1.2.35. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo sobrejetor forte de grupoi-
des. Entdo existe um isomorfismo forte de grupoides 1) : G/Ker(y) — G’ tal que

o sequinte diagrama é comutativo:

G/Ker(v)

Demonstracio. Consideremos £ = Ker(1). Definimos ¢ : G/L£ — G’ por ¢(gL) =
Y(g), para todo g£ € G/L. Vejamos que ¢ estd bem definida. Sejam gL, hL € G/L
tais que gL = hL. Entdo, existe [ € £ tal que 3hl e g = hl. Ou seja, Ih71g e
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h~lg € L. Assim, (h~'g) = d(I), para algum I' € G’ e 1(h")1(g) = d(l). Como
W 6 sobrejetor, em particular, ' = 1(h). Logo, (¥(R)Y(h~))(g) = w(h)d(1), ou
seja, ¥(r(h))i(g) = ¥(h). Desde que ¥(r(g)) = ¥(r(h)), segue que P(g) = ¥(h).
Portanto, 1(gL) = ¥ (hL).

Provemos agora que ¢ é um homomorfismo forte. Sejam gL, hL € G/L tais que
dgLhL. Entao, existe [ € L tal que 3glh. Como ¥ é homomorfismo, J(g)w (1) (h)

eporl € L, Y(g)()Y(h) = ¥(g)(h). Assim, Fp(g)i(h) e consequentemente
F)(gL)Y(hL). Reciprocamente, suponhamos que 3)(gL)Y(hL), isto é, F(g)w(h).
Desde que ¥ é um homomorfismo forte, Igh. Logo, 3d(g) € L tal que Jgd(g)h.

Consequentemente, dgLhL.

Claramente, 1) é sobrejetor. Finalmente, resta vermos que 1) ¢é injetiva. Supo-
nhamos que ¥(gL) = (hL), para quaisquer g£, hL € G/L. Entdo, 1(g) = ¥ (h).
Como v é homomorfismo forte, ) (g)w(h) se e somente se Igh. Assim, Ih~lg e

Y(htg) = (h~")d(g). Por outro lado, ¢(h~")¥(g) = ¢(h~")¥(h) = d(¥(h)) € Gy,
Logo, h~tg € L e portanto gL = hL. O
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Capitulo 2

Teoria de Galois Fraca

Neste capitulo apresentaremos os conceitos fundamentais para o desenvolvi-

mento da Teoria de Galois para agoes de grupoides.

Ao longo deste capitulo, assumiremos que G é um grupoide finito, K é um anel
comutativo, R é uma K-dlgebra, 8 = ({E,},{5,}),., ¢ uma acdo do grupoide G
sobre a algebra R tal que R = @BGGO E., onde cada E, é uma algebra com unidade

1l #0 e C(R) é o centro de R.

2.1 Extensao p-(Galois

Iniciaremos esta subsegao com a versao global de [4, Theorem 5.3], que fornece
equivaléncias para a definicao de extensao de Galois no contexto de grupoides. Para

isso, introduziremos alguns conceitos e provaremos alguns resultados sobre estes.

Definigao 2.1.1. [J, Section 4] A subdlgebra dos elementos invariantes sobre a

acao [ € o conjunto definido por

RP ={r € R|By(rl,-1) =rl,, para todog € G}.
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Notemos que como R = @ ., E., entao R® C @ EX% . De fato, dado

e€Go ecGo

r € RP temos que f,(xl,-1) = x1,, para todo g € G. Em particular, z € R e

qualquer z € R é da forma r = Eeego Ze, com x, € F,. Assim,

Bg(z Telg-1) = Z Telg = Bo(Tag)) = Tr(g),

e€Go ecGo

Consequentemente, f,(z.) = z., para todo g € G.. Logo, z. € Ee’gge, para todo
e€Gpexr = Zeego € @eego Efge. Porém, em geral a reciproca nao vale, como

podemos ver com o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.2. [25, Remark 2.2] Consideremos o grupoide G = {d(g),r(g), 9,97}
e a algebra R = Key & Key ® Kez ® Key, onde K é um anel com unidade e
e1,e9,e3 € e4 sao idempotentes dois a dois ortogonais cuja a soma é 1g. Sejam
Eqqg = Eg1 = Ke3 @ Key, B,y = E;g = Ke; @ Key, e definimos B4 = IdEd<g),
Brgy = ldg, Bglaes + bes) = ae; + bey e By-1(aey + bey) = aes + bey, para
quaisquer a,b € K. E facil verificar que 8 = ({E,}, {Bg})geg é uma acao de G sobre
R, R® = K(ey +e3) @ K(es +e2), B9 = Key @ Key e Ey™

r(g)

() K€3@K64.

A reciproca vale quando G é uma uniao de seus grupos de isotropia. Precisa-

mente:

Lema 2.1.3. Se G ¢ um grupoide tal que G = [[ g, Ge, entao R =@ EPoe.

e€Go

Demonstragdo. Seja x = Y o Te € @D,eq, E% . Ou seja, para cada e € Gy,
By(x1y-1) = x4, para todo g € G.. Entdo, dado g € G = [[,¢g, Ge, temos que

g € Go, para algum ¢’ € Gy. Como (B, .. F.) N Ee = Eo temos

e€Go
Zme —1) = By(xe) =zl foe
e€Go e€fo
Logo, B4(> eeg, Telg=1) = D eeg, Tely » Para todo g € G. Portanto, x € RP. ]
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Definigao 2.1.4. [3, Section 3] O skew anel de grupoide Rz G correspondente a

agao 3 é definido como a soma direta Rx3G = g Fyuy, onde os uys sdo simbolos

geg

com a adicao usual e multiplicacao dada por

2B (yly-1)ugn, se (g,h) € G?
(zug) (yun) =
0, caso contrario,

para todo g,h € G, x € Ejey € Ej,.
Observagao 2.1.5. [3, Remark 3.2] O skew anel de grupoide é uma K-algebra

associativa. Além disso, R % G é unitario, com unidade 1g,,g := Zeego 1ette.

Consideremos a aplicagao ¢ : R — R %3 G definida por ¢(r) = rlg,,g, para
todo r € R. Notemos que, ¢ é um homomorfismo injetor de K-algebras. De fato,

sejam 7,5 € R. Entdo, ¢(rs) =) .5 rsleu.. Por outro lado,

SD(T)()O(S) (TlR*gg> SlR*Bg <Z 7ﬂleue> <Z Sle’ue/>

e€Go e’€Go
= Z Z rloteslotty = Z T1oues1 o,
ec€Go e’'€Go ecGo
= Z r1efe(sle)ue = Z rleslou, = Z rsl .
e€Go e€Go e€Go

Assim, ¢(rs) = p(r)e(s), para quaisquer 7, s € R. Logo, ¢ é um homomorfismo de
K-algebras. Além disso, é facil ver que ¢ é um homomorfismo de K-médulos e é

injetiva. Consequentemente, podemos identificar R com sua imagem em R x3 G.

Podemos ainda induzir uma estrutura de R-médulo a esquerda em R x5 G via:

(S =0 ()

para todor € R e deg Toug € RxgG. Mais explicitamente,

() <o (o) = (5 ) ()
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- Z Z TelleXgllg = Z(Tlr(g)w(g))%%

e€Go geg 9€g
= Zrl (9)Br(g)(Tg)Ur(g)g = Z Tl (g)TgUy = Z TT Uy
g€g geg geg

Além disso, R x5 G é também um R-médulo a direita via:

(Z wgug) r= (Z xgug) o(r),
g€y g€y

paratodor € Re ) _.xsu, € R*3G. Mais explicitamente,

geg

— Z Z TyUglele = Z TgtgT La(g)Ud(g)

g€G e€Go geg
= Za:gﬁg 1a(g)) Ugdg) Za:gﬁg (rlg-1)ug,
9€g 9€G

jé que ngl = Ed(g) e assim 1971 = 1d(g)-

A seguir apresentaremos a definicao de extensao de Galois e o teorema de equi-

valéncias de extensoes de Galois para agoes de grupoides.

Definigao 2.1.6. [J, Section 5] Dizemos que R é uma extensio 3-Galois de RP
se existem {z;,y; € R|1 < i < n} tais que D10 28y(yilg—1) = D ocg, Ogeles
para quaisquer ¢ € G e e € Gy. O conjunto {z;,y; }1<i<n é chamado sistema de

coordenadas de Galois de R sobre RP.

Observagao 2.1.7. Quando for necessario especificar qual é o grupoide, entao

usamos a expressao R ¢é uma extensdao de Galois de R® com grupoide de Galois G.

Exemplo 2.1.8. Sejam G = {d(g),7(9),9,97'} e R = Ke; & Kes, onde K é um
anel com unidade e e; e ey sao idempotentes dois a dois ortogonais cuja a soma € 1g.
Consideremos Ey,) = E,-1 = Kei, E.4) = E; = Key e definimos fq() = ldg,,,

Brg) = 1dg,,, Bg(aer) = aey e By-1(aey) = aeq, para quaisquer a,b € K. Podemos
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ver facilmente que f = ({E,},{By})se¢ € uma acao de G sobre R. Além disso, o
conjunto {e;, €;}1<i<2 ¢ 0 sistema de coordenadas de Galois de R sobre R?. Com

efeito, como

e10g(e1lg-1) + eafy(e2l,-1) = ereo = 0,
e10,-1(e1ly) + eaBy-1(e2ly) = eze1 =0,
18,9 (e11r(g)) + €28r(g)(e21r(g)) = €202 = €2,
e1fag) (€1lag)) + e2Ba(g) (e214(g)) = €161 = e1.
Entao, Zle eifn(eilp-1) = Zfego On,rly, para todo h € Ge f € G.

Definicao 2.1.9. [27, Section 2] Dizemos que R é uma dlgebra de Galois (ou
simplesmente [3-Galois) sobre R® se R é uma extensao (-Galois de RP tal que
RP C C(R). Mais ainda, R ¢ dita uma dlgebra de Galois central (ou simplesmente

B-Galois central) se R® = C(R).

Definicao 2.1.10. Dizemos que R é uma ezxtensio Azumaya Galois (ou simples-
mente Azumaya B-Galois) se R é uma extensio 3-Galois de R? tal que R® é uma

C(R)P-algebra de Azumaya, onde 3 é a acao de G sobre R.

Lembremos que End(R)gs denota o conjunto dos endomorfismos de R que sao

RB-lineares & direita.

Para qualquer R x3 G-médulo a esquerda M definimos:
MY ={m € M| (1,u,)m = 1,m, para todog € G}

como sendo o conjunto dos invariantes de M sobre G. Se M é um R % G-mddulo

a esquerda, necessariamente M é também um R-mddulo a esquerda via:
r-m = (r)m,
para todo r € Rem € M, onde ¢ : R — R x3 G é o homomorfismo injetor de

K-élgebras definido por ¢(r) = 71g.,g-
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Teorema 2.1.11. [, Theorem 5.3] As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) R é uma extensio 3-Galois de RP;

(ii) R é um RP-médulo a direita projetivo finitamente gerado e a aplicagdo j :

Rx3 G — End(R)rs dada por J'(deg agug)(x) = deg agfy(xly-1), para

todo x € R, ¢ isomorfismo de anéis e de R-modulos a esquerda;

(i4i) Para qualquer Rxg G-mddulo M, a aplica¢do p: R ®ps M9 — M dada por

wlx @ m) = xm € isomorfismo de R-mddulos a esquerda;

(iv) A aplicagdo ¢ : R®@ps R — [[,cq Ey dada por ¢(z ®@y) = (28,(yly-1))geg €

isomorfismo de R-maodulos a esquerda,

(v) RtR = RxpG, ondet =3 5 1lguy;

(vi) A aplicagdo 7' : R@ps R — Rx3 G dada por T'(x @y) = Y 5 ¥04(y14-1)d,

¢ sobrejetora,

(vii) R € gerador para a categoria dos R xz G-mddulos & esquerda, ou seja, R €
um End(R)g.,g-modulo a direita projetivo finitamente gerado e Rxg G ~

End(R) End(R)

R*BQ ‘

Observagao 2.1.12. Notemos que se R é uma extensio 3-Galois de R?, entao R

é uma extensio separdvel de R®, como foi provado em [14].

A proposicao a seguir é um caso particular de [0, Proposition 2.9], porém enun-
claremos e provaremos no caso em que estaremos interessados aqui, a saber o caso

em que G é uma uniao disjunta de grupos.

Proposigao 2.1.13. Seja G um grupoide finito tal que G = [[,cg, Ge- Entio R ¢é
uma extensio B-Galois de R® se e somente se E, é extensdo de Galois de E2 com

grupo de Galois G, para cada e € Gy.
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Demonstracdo. Suponhamos que R é uma extensdo 3-Galois de R?. Entao existem
Ti,yi € R, 1< i <o, tais que D07 3B (Yilg1) = Y ocg, dgiele, Para quaisquer
g € Geee€G. Para cada e € Gy escolhemos x; = x;1. e y; = y;1.. Assim, para

todo g € G,,

ngﬁg(yglg Zl’z eﬁg Yile 1d g) szﬁg yz
=1
= 0gele = Ogpec.

Portanto, E, é extensao de Galois de Ee’B % . Reciprocamente, suponhamos que E,
¢ extensao de Galois de Efge. Entao, para cada e € Gy existem Z.;,¥.; € E.,
1 < i < n, tais que Z?:l Teifg(Yei) = 0gele, para todo g € G.. Consideremos
Ti = Y eego TeisYi = Doeeg, Yei € Ry1 < i < n. Primeiramente, notemos que
Tily = (Xeeg, Tei)lrg) = Trigi € Yilgr = (Xeeg, Yei)litg) = Vagg)i- Assim, se
g € G, entao g € G, para algum €’ € Gy. Logo, d(g) = r(g) = € e portanto

D aiby(yily) sz 0 Bailats) Zm Byl
=1
- Z Z xe,iﬁg(Z/e i) = Z (erzﬁg Ye' i >

i=1 e€Go e€Go =1
=) gele.
e€Go
para todo g € G e € € Gy. Entao, R é extensao $-Galois de R”. m

Para cada g € G, consideramos o conjunto
Jg={r € Ey|xr =rpBy(x1,-1), para todox € R}.
Notemos que, dados a € C(R) e r € J,,,
y(ra) = (yr)a = (rBy(ylg-1))a = r(Be(yle-1)a) = r(afy(yly-1)) = (ra)By(yle-1),

para todo y € R. Assim, podemos induzir uma estrutura de C'(R)-mddulo a direita
em J,. De maneira andloga, induzimos uma estrutura de C'(R)-médulo & esquerda

em J,.
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A seguir vejamos alguns resultados acerca do C'(R)-médulo a direita J, definido

acima.

Lema 2.1.14. Sejam g € G e h € Gy Entao,
(i) JgIn C Jng;
(11) By(Jnly-1) = Jgpg-11,.

Demonstragao. (1) Sejar =) .a;b;, onde a; € J, e b; € J. Dado = € R,

rr=x (Z aibi> = Z(mai)bi = Z(aiﬂg(xlg_l))bi

% 7

= Z aibiBn((By(x1y=1))1h=1) = Y _ aibifng(z1y-15-1)

= Tﬂfw(xl(hg)*l)

Logo, r € Jhg.
(it) Como h € Gy, d(h) = r(h) = d(g). Assim, 3hg~' e r(hg™') = r(h). Conse-

quentemente, Jghg~'. Além disso, notemos que Jy, C By = Eyny = Eqg) = Ey-1.
Seja y € By(Jnly-1). Entao, existe r € Jj, tal que y = fy(rly-1). Dado z € R,
YBong-1 (21 (gng-1)-1) = By(r1g-1)Be(Brg-1(21gn-1)1g-1)
= By(r(Bpg-1(21gn-1))14-1).
Como r € Jy, rBr(By-1(214)14-1) = By-1(214)r. Entao,
YBgng—1(21(gng-1)-1) = By((Bg-1(214)7)1g-1)
= Bg(ﬁg_l (219)19_1)69(Tlg_1)

= z1,yl, = 2y.

Reciprocamente, seja 1 € Jypg-114. Vejamos que, B,-1(rly) € Jp1,-1. Dado y € R,

como Ej = E;1, y = B,-1(y'1,), com y' € E,. Entao,

yﬁg*(rlg) = 5971((7/19)/6971(7“19) = ﬁgfl(y/rlg)'
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Como 7 € Jypg-11g, y'r = rBgng—1 (Y L(ngn-1y-1). Assim,

YBy-1(11g) = By-1 ((rBong—1 (' Lingn-1)-1))1y)
= By-1(11g) By=1 ((Byng—1 (¥ Lngn-1)-1)) 1)
= By-1(r1g) B2 ((By(Bng—1 (¥ Lng)-1)14-1)1)
= By-1(rly)By-14(Bng-1 (¥ Lng)-1)lacg))
= Byg=1(r1g)Brg—1 (4 L(ng)-1) Lr(g)
= By-1(r1g) Bu((By-1(y'1g)) 1)
= By-1(r1g) Bu(ylp-1).

Entao, existe z = B,-1(rly) € Jul,-1 tal que S4(2) = r. Logo, r € By(Jply-1). O

Lema 2.1.15. C(R) = ®eeg, Je-

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que C(R) = @ecg,C(E.). Com efeito,

seja ¢ € C(R). Assim, ¢ = ) ce € R, onde ¢, € E,, visto que, R = Beeq, .

e€Go

Para qualquer r = ) re, onde r. € FE,, cr = Zeego c.re. Por outro lado,

e€Go
TC =) g, TeCe- Como cr = rc e pela soma ser direta, temos que c.re = 7cCe, para
todo r. € E.. Logo, ¢, € C(E,). Reciprocamente, seja € Beeg,C(F.). Entao,
T = Zeego ce, onde ¢, € C(E,). Notemos que, ¢, € C(E,) C E. C R. Dado r € R,
r = Zeego re, onde r, € E,. Assim,

xrzg ceE re:cerezrecezg reg Co =T

ecGo 6690 eEgo ecGo

Logo, z € C(R).

Por fim, vejamos que J, = C(FE,). Suponhamos que r € J.. Dado z € E,,
re =rf.(xl,) = xr.

Logo, r € C(FE,). Reciprocamente, suponhamos que ¢ € C(E,). Dado r € R,
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7= e, Tes onde 1, € E,. Assim,

rc= (Z Te) c= Z reC = Z cre = cr = cfe(rl,).

e€Go e€Go e€Go

Portanto, ¢ € J.. O

Observagao 2.1.16. Se R ¢ separdvel sobre C(R), entdo E, é separavel sobre
C(E,), para cada g € G. Além disso, E, ¢ dlgebra de Azumaya sobre seu centro. De

fato, como R = P, Ee ¢ separdvel sobre C(R) = P, g, C(E.), pela Proposicao

eeGo

1.1.5, E. é separavel sobre C'(E.), para cada e € Gy. E pelo Teorema [1.1.12] E, é

algebra de Azumaya sobre seu centro.

Lema 2.1.17. [27, Lemma 3.1] Seja R é uma extensio 3-Galois de RP. Entdo
VR(RB) = @geg ‘]g'

O teorema a seguir, a qual sera a apresentado de maneira sucinta, é a primeira
parte do teorema da correspondéncia de Galois no contexto de grupoides, e pode

ser encontrado com mais detalhes em [26].

Teorema 2.1.18. [26, Theorem 4.1] Sejam R uma extensio B3-Galois de R® e H
um subgrupoide amplo de G. Entdo, By = ({En}, {Bn})nen € uma acao de H sobre
R e R € uma extensdo [y-Galois de R°*. Além disso, se H € normal, entdo G/H

age sobre R wia uma agdo B e R** ¢ uma estensdao B-Galois de R®.

Consideremos o subgrupoide G dado por:
Howr) =19 € G| By(x1,-1) = 21, para todoz € C(R)}

de G. Lembremos que pelo Lema [1.2.16], Hc(g) € um subgrupoide amplo de G. Além

disso, H¢(r) ¢ uma uniao disjunta de grupos, como mostra o seguinte resultado.

Lema 2.1.19. Her) C [.cq, Ge-
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Demonstragdo. Suponhamos que h € Hc(ry nao pertence a G para nenhum e’ € Go.
Assim, 5 (cly,-1) = cly, paratodo ¢ € C(R) er(h) # d(h). Notemos que 1, € C(R),

poisdadoz € R, x =) Z., onde z, € E, entao

e€Go
I =14 Z Te = Lyn) Z Te = Lrn)Tr(n) = Tr(n)-
e€Go e€Go

Analogamente, 1, = z,;). Logo, Br(1p1,-1) = 0 e, por outro lado, 1,1, = 15, 0

que ¢ um absurdo. Portanto, He(r) C Heego Ge. O

O subgrupoide H¢(g) serd extremamente importante para o desenvolvimento
do Capitulo {4 pois daremos uma caracterizagao para extensoes Azumaya Sy -
Galois. Sendo assim, apresentaremos a seguir alguns resultados envolvendo este

subgrupoide.

Proposicao 2.1.20. Seja R uma dlgebra B-Galois de R e consideremos o sub-
grupoide de G, Her) = {9 € G| By(x1,-1) = 1, para todox € C(R)}. Entio R
¢ uma dlgebra BHC(R)—Galois central, onde 5710(3) ¢ acao de Heor) sobre R, se e
somente se, J, = {0}, para todo g € G tal que g ¢ Hewr). Além disso, C(R) ¢
dlgebra B-Galois de R®, onde B € acdo de G/Her) sobre C(R).

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que como R é dlgebra 3-Galois de R®, pelo

Lema , sabemos que Vgz(R?) = @geg Jg, € pela Proposicao |1.1.14} temos que

Vr(R?) = R. Logo,

R=Pr=| b ,|P|l b 7

g9cg 9€Hc(R) 9¢Hc(Rr)

Agora suponhamos que R é uma algebra Brcor -Galois central, onde By,
¢ acao de Hc(p) sobre R. Entao, RMMewm = C(R). Assim, dado h € Hcery,
Bu(C(R)14-1) € C(R)1, logo pelo Lema [1.2.20, Hery é normal. Portanto, pelo
Teorema , C(R) é &lgebra 3-Galois de R®. Além disso, ainda por R é uma

35



dlgebra By, -Galois central, pelo Lema|2.1.17, VR(RBHCW) P

oeHowm Jg. Logo,

R = Vp(R™ew), ja que R™cw = C(R). Consequentemente, J, = {0}, para
g & Her)- Reciprocamente, suponhamos que J, = {0}, para todo g € G tal que
g ¢ Hery. Assim, R = EBQGHC(R) Jg. Sabemos pelo Lema [1.2.16( que He(gr) €
amplo. Entao, pelo Teorema [2.1.18] R é uma extensao By-Galois de R e pelo
Lema [2.1.17, Vgz(R*) = D, Jo- Logo, R = Vr(RP"). De maneira andloga ao
que foi feito anteriormente, R°* = C'(R). Portanto, R é uma algebra B -Galois

central. ]

Lema 2.1.21. E,J, = J,E, = E,, para cada g € Her)-

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que E,J, = J,E,, para cada g € Hco(g)-

Seja & =), x;y; € EyJy, onde x; € Ey,y; € Jy, para cada g € Her). Entao,
T = inyi = Zyiﬂg(lﬂilgfl) € JyEy,

para cada g € Heo(r). Reciprocamente, seja xzzi 2y € JgE, onde x; € J, e y; €
para cada g € Hery. Como y; € Egy, existe y; € Ey,-1 tal que By(yilg1) = yily.

Entao,

T = szyz = inﬁg(yglg”) = Zygl’z € Eg-1Jy, (2.1)

para cada g € Heory. Como Heory C [l.eg, Ger temos que g € Gor, para algum
e’ € Gy. Assim, d(g) = r(g) = € e consequentemente E,-1 = E,. Logo, de (2.1,
x € E,J,, para cada g € He(r)-

Afirmacao. E,J, = E,, para cada g € He(r)-

Pela Observacao [2.1.16, E, é separavel sobre C'(E,), para cada g € G. Pelo
Teorema m, para todo (E,)*mddulo M, : E; ®c(g,) M¥Ps —s M dada por
YOO s ®@r) = > r s ¢ um isomorfismo de C(E,)-mddulos, onde M ¢é um

E,-bimédulo e M*s = {m € M |rm = mr, para todor € E,}.
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Notemos que, E, é um E,imdédulo a direita via z - s = 2,(s1,-1), para todo

x,5s € By e g € Her), pois dados x,y, s,s" € Iy,

z - (s8) = x(By(s8'1,-1)) = xBy(s15-1)By(s'1,-1)

= (28y(sly-1)) - = (xz-s)-§

Ly 15 =5B4(1415-1) = sB,(1y) = s, = s.
Como f, é um isomorfismo, (z+y) s=zs+yysex(s+5)=xys+x 5.
Temos ainda que F, ¢ um Eg,-mddulo a esquerda via a sua prépria multiplicacao,
s-x = sx, para todo z,s € E; e g € He(r). Denotaremos a acao de E; como
E4-moédulo a direita por -, e a acao de £, como E;,-mdédulo a esquerda por -;. Além
disso,
(S 'l $) s = (Sl’) s = 33759(3/19*1) =38 (93/69(3/1971))
=s- (x5

para quaisquer z,s,s’ € Ey g € Her). Logo, By ¢ um Eg,-bimédulo. Escolhendo
M = E,, entao E, ®c(g,) Efg ~ F,. Provemos agora que EgEg = J,, para cada
g € Heory- Sejax € Ef“’. Entao, s-jx = -5, paratodo s € F,. Consequentemente,

st = xf4(sly-1), para todo s € E,. Logo, x € J,. Reciprocamente, seja s € J,.

Entéo, s = sfy(x14-1), para todo x € E,. Em particular,
Tys=1x5=sPg(xly;1) =52
Logo, s .7 =z - s, para todo x € I,. Portanto, s € EgE"

Por fim, como Ey®c(g,) Jy ~ Ey, dado © € E,, existe > "' | 5;@1; € Ey®c(p,) Jg
tal que x = Y1 | s;r;. Logo, @ € E,J,. A reciproca é clara. O
Proposicao 2.1.22. Sejam G um grupoide tal que G = Heego G. e R uma R°-
algebra separdvel. Se R = @geg Jy e Jy-1Jy = C(E,), para cada g € G, entio R €

uma extensao [-Galois central.
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A demonstragao desta proposicao é uma consequéncia da Proposicao [2.1.13] e

do seguinte resultado:

Proposicao 2.1.23. [17, Theorem 1] Seja A uma K-dlgebra separdvel com grupo

de Galois G. Se A=, . Js € JyJo-1 = C(A), para cada g € G, entao A € uma

oceG

extensao de Galois central com grupo de Galois G.

Demonstracao da Proposi¢dao [2.1.23, Inicialmente, notemos que E, = € €6, Jg,
para cada e € Gy. Seja v € E,, como x € R, temos que z = dege T, € por
E. ser um ideal de R, segue que

r=1lerl, =1, (ng) le=> z5€> J,

geg 9€Ge 9€Ge

Por outro lado, dado z = 3~ o 4 € D,cg, Jy- Como z, € J, C E, = E,, para

cada g € G., segue que x € E,, para cada e € G.

Mostremos agora a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1. C(E,) = EJ para cada e € G,.

Sejam g € G, e ¢ € C(E,). Assim, cy, = y,c, para todo y, € J, e consequente-
mente cy, = yg0q(cly-1). Entdo, y,(B84(cly-1) — cly) = 0, para todo y, € J,. Logo,
Jo(By(cly-1) — cly) = {0}. Notemos que,

C(Ey)(Bylclg-1) = clg) = Jy1Jy(By(clg=1) — clg) = Jg-1(Jy(By(clg-1) — cly).

Portanto, C(E,)(8,(cl,-1) — cl,) = {0} e assim By(cl,-1)) = cl,. Logo, ¢ € E¥.

Reciprocamente, sejam x € Efge ey € E.. Como E, = &P Jg, em particular,

gege
Y= _,cq. Yo Entdo,

Ty ==z Z Yg = Z YgBg(xly—1) = Z Ygrly = yx.

9€Ge 9€Ge 9€Ge

Assim, pela Afirmacao 1 e pelo Lema m, R =@, .. C(E.). Desde que R

e€fo
é uma RP-dlgebra separdvel, temos que @, g, Ee é @B g, C(E.)-dlgebra separével.

Logo, pela Proposigao E. é C(E,)-algebra separavel.
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Como E, é EJ%-8lgebra separdvel, E, = D, Jge J-1J, =C(E,), para cada

gege
g € G., segue da Proposicao [2.1.23| que E, é uma extensao de Galois central com
grupo de Galois G., para cada e € Gy. Logo, pela Proposicao [2.1.13] R é extensao
B-Galois de R®. Finalmente, R’ = C(R) pois
R’ = P EF =P C(E.) =C(R).
e€Go e€Go

A 1ltima igualdade segue da demonstracao do Lema [2.1.15 O]

Terminamos esta secao enunciando um resultado a respeito de extensoes Hirata-

separaveis.

Proposicao 2.1.24. [27, Lemma 3.4/ Se R é uma extensao Hirata-separdvel de
RP, entio JyJ, = Jgu, para cada g,h € G tal que d(g) = r(h). Em particular,
Jg1Jg=Vg,(R) e J; # {0}, para todo g € G.

2.2 Extensao fracamente (-(Galois

Em [33], O. E. Villamayor e D. Zelinsky introduziram o conceito de extensao
fracamente Galois e desenvolveram uma Teoria de Galois fraca semelhante a feita
por S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg em [10] para extensoes de Galois.
Posteriormente, M. Harada, em [I8], apresentou uma equivaléncia para extensoes
fracamente Galois. Essencialmente, R é uma extensao fracamente Galois se e so-
mente se R pode ser escrito como uma soma direta dos J,, para g € H, onde H ¢é

um subconjunto finito do grupo G.

Nesta secao iremos introduzir o conceito de extensao fracamente Galois para o
contexto de grupoides e iremos ver alguns resultados importantes sobre esse con-

ceito.
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Definicao 2.2.1. Seja G um grupoide finito que age sobre R por isomorfismos
parciais. Dizemos que R é uma extensdo fracamente Galois de R® com grupoide de
Galois G (ou simplesmente eztensao fracamente B-Galois) se satisfaz as seguintes

condicoes:
(i) R é um RP-médulo & esquerda projetivo finitamente gerado;

(it) p(Ee)Ge ~ Hom sg, (Ee, Ec), para cada e € Gy, onde G C Aut(E.) é o grupo
de isotropiade Gep: E, — H om g, (E., E.) é a representagao regular a
esquerda dada por p(z.)(ye) = x.ye, para quaisquer x., y. € E.. Denotaremos

a imagem da representagao regular a esquerda p(E.) por (E.);.

Observagao 2.2.2.

1. A condicao (ii) da Definigao nos diz que o E.-médulo Hom s, (Ee, E.)

é gerado por EP%-automorfismos de E,, para cada e € Go;

2. De maneira andloga, podemos considerar a representagao regular a direita,
p: Ee — Hom gg, (Ee, Ee) p(ze)(ye) = yex., para quaisquer z,y. € E.,

para cada e € Gy, e neste caso, denotaremos p(FE.) por (E.);.

Lema 2.2.3. Seja G um grupoide finito tal que G = Heego G.. Entao R € uma
extensio fracamente B-Galois de R® se e somente se E, € extensdo fracamente

Galois de EP% (no sentido de grupos), para cada e € Gy.

Demonstragao. Primeiramente, lembremos que R = P, g, F. e pelo Lema [2.1.3]
RP = D.. G £ Assim, R é um médulo projetivo finitamente gerado sobre R” se

e somente se cada E, é modulo projetivo finitamente gerado sobre Eeﬂ e para cada

€€g0.

Agora, suponhamos que R é uma extensao fracamente 5-Galois. Entao, R é um

mddulo projetivo finitamente gerado sobre R? e (E,),G. ~ H om g, (E., E.), para
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cada e € Gy. Logo, F. é extensdo fracamente Galois de £, para cada e € G,.
Reciprocamente, se E, é extensao fracamente Galois de £ entdo E, é um médulo
projetivo finitamente gerado sobre E%% e (E,),G, ~ H om sg, (E., E.), para cada

e € Gy. Portanto, R é extensdo fracamente $-Galois de RP. O]

Nosso objetivo a partir de agora é mostrar que uma extensao §-Galois é também
uma extensao fracamente (-Galois e apresentar um exemplo de que a reciproca
em geral nao é valida. Para isso iremos considerar G um grupoide finito tal que
g = Heego G. e usar a equivaléncia estabelecida no Lema , ou seja, faremos tal
estudo analisando E. como extensao de Ef 9 para cada e € Gy. Nesse contexto, o
estudo de extensoes fracamente Galois se reduz ao estudo de extensoes fracamente
Galois no caso de grupos. Com isso, enunciamos os seguintes resultados, os quais

serao utilizados para concluir nosso objetivo.

Teorema 2.2.4. [I8, Theorem 1] Seja R uma K-dlgebra. Se R uma extensdao de
Galois de K com grupo de Galois G (finito), entdo R é uma extensao fracamente

Galois de C(R), onde C(R) € o centro de R.

Corolario 2.2.5. [18, Section 2] Seja R uma K-dlgebra. Entao R € uma extensao
/
racamente Galois de K se e somente se R = J,, onde H ¢é subconjunto finito
ceH

do grupo G.

Proposicao 2.2.6. Seja G um grupoide finito tal que G = Heego Ge. Se R é ex-

tensdo 3-Galois de R®, entdo R € extensdo fracamente 3-Galois de C(R).

Demonstracdo. Suponhamos que R é extensao (-Galois de R®. Pela Proposicao
2.1.13| F. é extensao de Galois de E%% com grupo de Galois G,, para cada e € Gj.
Assim, pelo Teorema , E. é extensao fracamente Galois de C'(E,). Logo, pelo
Lema[2.2.3| R ¢ extensao fracamente $-Galois de C(R). O
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Exemplo 2.2.7. Sejam G = {g1, 92,93} com Go = {g1,92}, g5' = 93,9393 = g2 €
R = 7Z[V2] ® Z. Consideremos E,, = Z, E,, = Z[\/2] = E,, e definimos 3,, = Id,
By = Idg 5 € Bys(a + b3/2) = a — by/2, para quaisquer a,b € Z. Podemos ver
facilmente que 8 = ({E,},{B,})gseg ¢ uma agao de G sobre R e RF = Z & Z.
Vejamos que R nao é uma extensao 3-Galois de R®. Notemos que, Z[v/2] nao é
separavel sobre Z. Assim, pela Proposicao m R nao é separavel sobre R?. Logo,
pela Observacao , R nao é B-Galois sobre R®. Além disso, observemos ainda

que Gy, =A{g1}, Gy, = {92, 93} € vejamos que Jy, = E,, e J,, = {0}. Com efeito,

Joo ={r € Eg, |ar = 1By, (21,1), para todox € R}
= {r € B, |(a+bV2,y)r = rBy,(a + bv/2)r, para quaisquer a,b € Z}

={reE,|(a+ b\/§)r = r(a + bV/2), para quaisquer a, b € 1} =E,,.

E dador =a+0bv2 € Jg,, Para quaisquer a,b € Z, entao xr = 0y, (xlggl), para

todo x € R. Em particular, se z = v/2 € R temos que
7 Bgs (xlggl) = (a+ b\/i)ﬁ%(\/ﬁ) = (a+ b\/ﬁ)(_\/i)

Por outro lado, zr = (v/2)(a + bv/2). Logo, a = b = 0. Sendo assim, considerando

H =Gy, By, = Jg, @ Jg, = Drn)=gs, Jn- Logo, pelo Corolério 2.2.5] E, é extensao
heH
fracamente Galois, para cada e € Gy. Portanto, pelo Lema [2.2.3] R é extensao

fracamente [-Galois.

Finalizaremos esta secao com as seguintes definigoes.

Definicao 2.2.8. Dizemos que R é uma dlgebra fracamente Galois com grupoide
de Galois G (ou simplesmente dlgebra fracamente B-Galois) se R é uma extensao

fracamente Galois de R® com grupoide de Galois G tal que R® C C(R).

Definicao 2.2.9. Dizemos que R é uma dlgebra fracamente Galois central com

grupoide de Galois G (ou simplesmente dlgebra fracamente [-Galois central) se

42



R é uma extensdo fracamente Galois de R® com grupoide de Galois G tal que

R° = O(R).
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Capitulo 3

A aplicacao de Galois e suas

aplicacoes induzidas

Neste capitulo daremos condicoes para que a aplicacao de Galois seja injetiva,
estendendo os resultados de [32] para contexto de grupoides finitos. Os resultados

apresentados neste capitulo estao publicados em [28].

Consideraremos neste capitulo, G um grupoide finito, K um anel comutativo,
R uma K-dlgebra, 3 = ({Ey},{54}),.c uma acao do grupoide G sobre a dlgebra R

tal que R = @, ., E., onde cada E, é uma &lgebra com unidade 1. # 0 e C(R) é

e€Go

o centro de R.

3.1 Aplicacoes induzidas pela aplicacao de (alois

Seja R uma extensdo ($-Galois de R?. Dado um subgrupoide amplo H de G,
considere 0 : H +— R°* a aplicacdo de Galois dos subgrupoides amplos H de G nas

RP-subalgebras separavéis de R.

Consideremos R uma extensao 3-Galois de R” tal que R? é uma &lgebra se-
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pardvel sobre C(R)?. Seja H um subgrupoide amplo de G. Definimos os se-
guintes conjuntos, Sy = {g € H|J, # {0}}, Ty = {9 € H|J, = {0}} e
H = {L]| L é subgrupoideG e Sy = Sy}, e duas aplicacdes o : H + 0(H)C(R)
ey :H — Vr(0(H)) induzidas pela aplicagao de Galois 0 : H s R,

Queremos mostrar que as aplicacoes & : H + O(H)C(R) e : H +— Vr(0(H)) sdo
aplicacoes injetivas do conjunto A = { H | H subgrupoide amplo de G} no conjunto
B ={T|Té C(R)-subélgebra separavel de R}. Para isso, vamos enunciar e provar

alguns resultados auxiliares.

Lema 3.1.1. Sejam R uma extensdo B3-Galois de R® ¢ K = C(R)"?. Se R® é um

dalgebra separdvel sobre K, entao Rx3 G é uma dlgebra separdvel sobre K.

Demonstracdo. Como R é uma extensao 3-Galois de R? pelo Teorema [2.1.11 R é
um RP-médulo & direita projetivo finitamente gerado e Endgs(R) ~ R %3 G. Pelo
Teorema [1.1.7, Endgrs(R) é uma &dlgebra separavel sobre K. Consequentemente,

R x3 G é uma élgebra separavel sobre K. [

Lema 3.1.2. Seja R uma extensio 3-Galois de R® tal que R® é uma dlgebra se-
pardvel sobre C(R)P. Entdo, R°* € separdvel sobre C(R)®, para cada H subgrupoide
amplo de G, onde By = ({En}, {Bn})nen € a acio de H sobre R induzida pela ac¢ao
de G.

Demonstra¢io. Como R” é uma 4lgebra separdvel sobre C'(R)?, pelo Lema [3.1.1]
R x5 G ¢ uma 4lgebra separdvel sobre C(R)”. Notemos que G = []gH, onde
gH = {gh|h € Hed(g) =r(h)}. Assim, podemos reescrever

(i) () )

ej,e; € Gy, para todo 1 < j < n.
Afirmacao 1: Rx3G = Rp, H® Y " (R *p, H)ug.
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Seja g € G, existe h € H tal que g = hg, com d(h) = r(g}),1 <i < n. Entao, dado

> geg Loy € R*g G segue que

E Tglg = g E xhe/uhe/ + g E TigiUyg!

9€g Jj=1 heH, i=1 IeN,
a(h)=¢, aW)=r(g))
=2 2 hay £Y
j=1 heH, i=1  leH,
ahy=, a(t)=r(g))
= Z Tpup + Z Z Tigwg € Rxg, H+ Z(R *3,, H)ug
heM =1 IeH, i=1
d(t)=r(g})

Reciprocamente, como Rxg, H C Rx3G, entao Rxg, HOY " (RxsH)uy C RxpG.

Analogamente, podemos ver que R+ G = R*g,, H D, uy, (R H). Portanto

R*BH Ho Z(R*ﬁ H)“’g{ = R*ﬂ?—t Ho ZU92<R *By H)
i=1 i=1
e, consequentemente, » "' (R *g, H)ug = > 1 ug, (R *p, H).
Afirmagao 2: R s, H é separdvel sobre C(R)".

Claramente, R *g,, H é uma subdlgebra de R x3 G. Notemos que

(Rx5G)" = R*3 G @cryp (R*3G)°

= R, M @i(]{ g H )@C R)S <R K H @i(}z *BHH)ug;>

—Rxs, H @Zn:(R *ﬂ,{%)ug;)@amﬁ ((R K H)° @i(z—z *ﬁﬂﬂ)ou;)
im1 im1

—(Rxs, H @i(R w%)) Uy @R (R K H)° @an(R w%)f’)ug

= (R*ﬁ,{?-l GBZ Rxg, H ) (ugr ® ugr).

Assim (R x5 G)¢ é um (R %5, HEBD . (R *p,, H)) -mbdulo a esquerda livre. Con-

sequentemente, (R xg G)° é um (R *3,, H)*-mbdulo a esquerda livre, e portanto,
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(R+3 G)¢ é um (R %3, H)*-mdbdulo a esquerda projetivo. Pelo Lema temos
que Rx3G é uma dlgebra separdvel sobre C(R)?, entao Rx3G é um (Rx5G)*-mddulo
a esquerda projetivo. Logo, (R x5 G) é (R %, H)®-médulo a esquerda projetivo.
Além disso, pela Afirmagao 1 sabemos que R xg,, H é um somando direto de R+ G
como (R *g,, H)*-mddulo a esquerda, entao R *g, H ¢ um (R *g, H)*-mbdulo & es-
querda projetivo. Logo, R g, H ¢ uma algebra separdvel sobre C (R)?, concluindo

assim a demonstragao da Afirmagao 2.

Como R é uma extensao 3-Galois de R, pelo Teorema , R é um RP-
médulo a direita projetivo finitamente gerado. Desde que R® é uma algebra se-
paravel de C(R)?, temos que R é um Endgs(R) ~ R %3 G-médulo a direita pro-
jetivo finitamente gerado pelo Teorema Notemos ainda que R x5 G é um
R x3,, H-médulo livre, pois Rxg H C R+x3 G e 1R*BHH = lRuyg. Assim, Rxg G é
um R xg, H-moédulo projetivo finitamente gerado. Logo, R é um R g, H-mddulo
projetivo finitamente gerado. Portanto, pela Afirmacao 2 e pelo Teorema [1.1.7]
Endp,,, »(R) é uma dlgebra separdvel sobre C (R)P.

Afirmacao 3: Endp.,, u(R) ~ RP* como anéis.
Definimos 1) : EndR*BHH(R) — RP* por ¢(f)= f(1), para todo fEEndR*BHH(R).
Vejamos que 9 estd bem definida. Como R é um R xg,, H-mdédulo & esquerda via

ugx = By(x1,-1), dado uy € R+, H e v € R temos que

flugr) = ugf(x) & f(By(xly-1)) = By(f(2)14-1),

para todo f € EndR*ﬁHH(R, R).

Como vimos no Capitulo 2, R estd imerso em R *g, H via ¢ : R — Rxg, H
dada por ¢(r) = >~ g, Tlete, para todo r € R. Além disso, RxG é também um R-
médulo a direita. Com isso, dados f € EndR*ﬁHH(R, R) ez € R C R+g, H, temos

que f(z) = f(xzlg) = xf(1g), onde 1 é a unidade de R. Entao, f(1,1g) = f(14)
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e, por outro lado, f(1,1g) = 1,f(1r) = f(1g)1s. Assim, dado h € H segue que
Bu(f(Lr)lp-1) = f(Bn(1rlp-1)) = f(1r1ln) = f(1)1n.
Logo, 1 esta bem definida e claramente ¢ um homomorfismo de anéis.

Por fim, vejamos que 1 é bijetiva. Sejam f, f' € EndR*BHH(R, R) tais que

W(f) =v(f"), ouseja, f(1g) = f'(1g). Dado = € R, sabemos que f(z) = f(1g)z e
f'(x) = f'(1)z. Entao f(z) = f'(x) e, portanto ¢ é injetiva. Agora, seja y € R*.

Notemos que f, : R — R dado por f,(z) = xy € EndR*BHH(R, R), pois dado

rE€Reuy; € Rxg, H

fy(ugr) = fy(Bg(wlg=1)) = By(alg-1)y = By(wlg-1)Be(ylg—1)
= Bg(wylg—1) = By(fy(2)1g-1) = ug fy ().
Assim, existe f, € EndRmHH(R, R) tal que ¢(f,) = f,(1) = ly = y. Logo ¢ é um
isomorfismo de anéis. Portanto, R?* é uma algebra separavel sobre C'(R)”. [
Lema 3.1.3. Seja R uma extensao B-Galois de RP tal que R® é uma dlgebra se-

pardvel sobre C(R)?. Entio 7 : H v Vg(0(H)), para H subgrupoide amplo de G,

estd bem definida.

Demonstracio. Precisamos mostrar que Vr(6(H)) é separdvel sobre C(R)? e que
Vr(0(£)) = Vr(6(H)).

Como R é separdvel sobre R e RP é separdvel sobre C(R)”, entdo R é se-
paravel sobre C(R)?. Além disso, C'(R)? C R°*, pois dado z € C(R)?, temos que
By(xl,-1) = z1,, para todo g € G. Assim, dado h € H C G, Bup(xlp-1) = 1.
Ou seja, C(R)? C RP* C R e consequentemente pelo Teorema , Vr(RPH) é

separdvel sobre C'(R)".

Seja £ € H, temos que S; = Sy. Assim, @heSH Jn = ®g€S£ Jg. Porém,

Drcr In = Bhres,, In € Byer Iy = Byes, Jo- 1080, Bpep Jn = Dyer J» € entio,
pelo Lema [2.1.17, Vr(R%) = Vx(RP*). Portanto, Vz(0(L)) = Vr(0(H)). O
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Lema 3.1.4. Seja R uma extensio B-Galois de R® tal que R® ¢é uma dlgebra se-
pardvel sobre C(R)?. Entdo o : H — 0(H)C(R), para H subgrupoide amplo de G,

estda bem definida.

Demonstracio. Precisamos mostrar que 0(H)C(R) é separavel sobre C(R)? e que

O(H)C(R) = 0(L)C(R).

Seja £ € H. Pelo Lema , Vr(0(L)) = Vr(O(H)), e pela Proposigao
(i1), Vr(O(L)C(R)) = Vr(B(H)C(R)). Do Lema RPe = 0(L) e R%* = O(H)
sao 4lgebras separaveis sobre C(R)”.

Afirmacgao: 0(H)C(R) e §(L)C(R) sao algebras separaveis sobre C(R)’.
Mostremos que 0(H)C(R) é uma &dlgebra separavel sobre C(R)?. Como (H) é
separdvel sobre C'(R)?, existe e = Y1 | 2; ® y; € 0(H) Qc(rye (0(H))° tal que
Yo wy; =lge Y T @y =y, 2 @ ry;, para todo r € 0(H). Escolhendo
d=>" 2lr®ylr € 0(H)C(R) @c(r) (0(H)C(R))°. Assim,

n n

Z($i1R>(yi1R> = Z(%’yz’)lR = Zwlyl = 1g.

i=1 i=1 i=1
Agora, notemos que 0(H)C'(R) ®@¢(rys 0(H)C(R) ¢ um C(R)-mddulo a esquerda via
¢ (ra®yb) = c(xra) ® yb = x(ca) ® yb, para quaisquer z,y € 8(H) e ¢,a,b € C(R).
Logo, dado xc € 0(H)C(R)

n n

Z(xc)xilR R yilp = Z c(zx)lp ®@ylp = (c® 1g) Z 22 lp @ yilg

=1 =1 =1

= (c®1p) inlR ® xylp = ZCiEilR ® xy;ilr

i=1 =1

= Z rilp ® c(ryilr) = Z il @ (z¢)yilr.
i—1 i=1

Portanto, (H)C(R) é algebra separavel sobre C'(R). Analogamente, 0(L)C(R) é

dlgebra separéavel sobre C(R)".

Como R é uma extensao [B-Galois de RP. entdo R é uma extensdo separiavel
b

de R®. Além disso, R D C(R)? pois, dado € C(R)?, temos que v € R e
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dado g € G, B,(x1,-1) = z1,. Logo, x € R®. Com isso, e por R’ ser uma extensao
separavel de C'(R)?, segue da Proposicao m (77) que, R é uma extensdo separavel
de C(R)®. Notemos ainda que, C(R) 2 C(R)?. Assim, pela Proposicao [1.1.4] (4),
R é uma extensao separavel de C(R), ou seja, R é uma algebra de Azumaya.

Claramente, 0(H)C(R) e §(L)C(R) sao subalgebras de R. Portanto, pelo Teorema
LIT8 0(H)C(R) = Va(Va(6(OC(R)) ¢ B(L)C(R) = Va(Va(B(L)C(R))). Logo,

0(H)C(R) = Ve(VR(0(H)C(R))) = Ve(VR(0(L)C(R))) = 0(L)C(R).

]

Lema 3.1.5. Sejam R uma extensio 3-Galois de R® e ¢ : S — @, .qJ, para

geSs

S C Sg. Entao, ¢ é uma aplicagdao injetiva.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que ¢ restrito ao conjunto dos subconjun-
tos unitdrios de Sg ¢é injetiva. Sejam g, h € Sg tais que ¢({g}) = ¢({h}), ou seja,
Jy = Jp. Como J, C E, e J, C Ej, temos que E, N Ej, # {0}. Assim r(g) = r(h).
Como J, = J, # {0}, existe 0 #b e E, = Ej, tal que be J, = Jj e

xb = bfy(x1,-1) = bB(x1)-1),

para todo x € R. Assim, b(8By(x1,-1) — Bp(x1,-1)) = 0, para todo z € R. Logo,
b(By(x1lag) — By—1n(21p-14))) = 0, para todo 2 € R. Notemos que Jg~'h, pois

r(g) = r(h). Observamos ainda que, como b € J,, entao,

b(ﬂg(xld(g) — Bg_lh(xlh_lg))) = (acld(g) — 59—1h(3}1h—1g))b = 0, (31)

para todo z € R. Como R é uma extensdo 3-Galois de R”, existem elementos
T,y € R,1 <i <ntais que Y . x;8,(yily—1) = Zeego degle, para todo g € G e

e € Gy. Substituindo = por y; e multiplicando por x; na equacao (3.1 temos

7i(Yilag) — Bg—1n(Yiln-14))b =0,
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para todo 1 <17 < n. Entao,

Z Ti(Yilag) — Bg—1n(Yilp—14))b =0 = (Z Iz'yi) b= (Z ﬂﬁiﬁglh(?/z‘lhlg)) b.
=1

=1 =1

Dessa forma,

b=1,gb= (Z ZiBy(g) (yi1r<g>)) b= (Z ﬂfiyz‘lr(m) b
=1 i=1
_ (z y> - (z xiﬁg-lh@ilh-@) - (z 51) :
=1 =1

e€Go

Como b # 0 temos que g~ *h € Gy e assim
g th=r(g"h) =r(g™") = d(g).
Logo,
h=r(h)h=r(g)h =gg 'h=gd(g) = g.

Portanto, {g} = {h}. Por fim, sejam S, S" dois subconjuntos nao-vazios de Sg tais
que ¢(S) = ¢(5"). Ou seja, 69965' Jg = Bres In-
Afirmacao: Para cada [ € S temos que [ € 5.
Suponhamos que [ ¢ S’. Como

@Jg: <@Jh> & (@h) ;

9€Sg hes! h¢ S’
pela primeira parte da demonstracao, J; N (P, cq Jn) = {0} para I ¢ S’. Assim,
Ji & @yeg . 0 que é uma contradigao, pois J; C @ges Jg = @MZS, Jn, paral € S.

Logo, [ € S’ e portanto S C 5.

Analogamente, S’ C S. Portanto, S = 5. ]

Teorema 3.1.6. Sejam R é uma extensio B3-Galois de R tal que R® é uma dlgebra
separdvel sobre C(R)5. Entdo @ : H + O(H)C(R) e 7 : H +— Vr(0(H)), H € A,

sao aplicacoes injetivas.
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Demonstracdo. Lembremos que A = { H |H subgrupoide amplo de G}. Suponha-

mos que o(H) = a(L). Notemos que
R*C(R) = O(H)C(R) =7(H) =7(L) = 0(L)C(R) = R**C(R)

para H, £ subgrupoides amplos de G. Assim, Vx(R**C(R)) = Vr(RPC(R)). Pela
Proposicao(l.1.14| (1), Vr(R*) = Vr(RP*C(R)) e Vr(RP:) = Vr(RP:C(R)). Entdo,
Vr(R*) = Vgz(RP2). Pelo Lema , Dics,, Jn = Dies,. &i e pelo Lema m
Sy = Sr. Logo, por definicao H = L. Portando, & é injetiva.
Agora, suponhamos que ¥(H) = F(£). Entdo, Vz(0(H)) = Vr(0(L)). Pelo

Lema [2.1.17]

P Jn = Va(R™) = Va(6(H)) = Va(6(L)) = Va(R™) = €D 7.

heSy leSe

Pelo Lema [3.1.5, Sy, = S, e assim H = L. Portanto, 7 é injetiva. O

3.2 A aplicacao de Galois

Nesta segao iremos apresentar condigoes sob as quais a aplicacao de Galois
0 : H — RP* éinjetiva. Certas condicdes sdo dadas a partir das aplicacoes induzidas

que foram introduzidas na secao anterior.

Lema 3.2.1. A aplicag¢io o : H — 0(H)C(R) € injetiva se e somente se a aplicag¢do
v :H— Vr(O(H)) € injetiva.

Demonstracao. Suponhamos que ¢ € injetiva. Sejam H, £ subgrupoides de G tais
Y(H) = v(L). Entdo, Vr(8(H)) = Va(0(L)), ou seja, Vr(R) = Vr(RP:). Assim,
pela Proposigao 4 (i), Vr(RP*C(R)) = Vr(RP£C(R)). Desde que, R** e RPt
sao algebras separaveis sobre C'(R)” pela demonstracao do Lema , temos que

RP*C(R) e RP:C(R) sdo algebras separdveis sobre C'(R)?. Além disso, ainda pela
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demonstragao do Lema [3.1.4] sabemos que R é uma algebra de Azumaya. Logo,
pelo Teorema [1.1.16},

R™C(R) = Va(Va(R™C(R))) = Va(Ve(R**C(R))) = R7C(R).
Portanto, o(H) = o(L£). Como o é injetiva, segue que, H = L. Consequentemente,
~ € injetiva. Reciprocamente, suponhamos que vy é injetiva. Sejam H, L subgru-
poides amplos de G tais que o(H) = o(L). Entao, §(H)C(R) = 6(L)C(R). Da

Proposigao (i), temos que Vz(6(H)) = Vr(O(H)C(R)) = Vr(6(L)C(R)) e
Vr(0(L)) = Vr(O(L)C(R)). Assim,

VrR(O(H)) = VR(O(H)C(R)) = Vr(8(L)) = Vr(O(L)C(R)).

Logo, v(H) = v(£). Como 7 é injetiva, temos que H = L. Portanto, o é injetiva.
[

Lema 3.2.2. Se as aplicagoes o : H — O(H)C(R) ou v : H — Vg(0(H)) sao
injetivas, entdo a aplicacdo de Galois 0 : H — R ¢ injetiva.
Demonstracao. Assumimos que o € injetiva. Sejam H, L subgrupoides de G tais
que 6(H) = 6(L). Entao,

R = RPt = R"C(R) = R°*C(R) = o(H) = o (L).
Como o € injetiva, entao ‘H = L. Logo, 6 é injetiva.

Agora assumindo que 7 é injetiva, pelo Lema [3.2.1] o é injetiva. Consequente-
mente, 0 é injetiva. O

Teorema 3.2.3. Se H = {H} € um conjunto unitdrio para cada H subgrupoide

amplo de G, entao 6 ¢é injetiva.

Demonstragao. Sejam H, L subgrupoides amplos de G tais que §(H) = 6(L), entao

RP* = RPe = R™C(R) = R°*C(R).
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Assim, pelo Lema [3.1.4) (H) = @(L). Desde que @ é injetiva pelo Teorema m,
segue que H = L. Como H = {H} e L ={L}, entdo H = L. Logo, 0 é injetiva. [

O préximo teorema generaliza o [27, Theorem 3.3].

Teorema 3.2.4. Seja (Sy) o subgrupoide de G gerado pelos elementos de Sy, para

H subgrupoide amplo de G. Se (Sy) = H, entao 0 € injetiva.

Demonstragao. Sejam H, L subgrupoides amplos de G tais que O(H) = 6(L). Entao,
R = RPt. Pelo Lema [2.1.17, @,y Jn = Va(R™) e @, Ji = Vr(RP2). Assim,
DBy Jn = B Ji- Pelo Lema [3.1.5, Sy = S,. Entdo, H = (Sy) = (S¢) = L.

Portanto, 6 ¢ injetiva. O]

Corolario 3.2.5. [27, Theorem 3.3/ Se J, # {0} para cada g € G, entao 6 ¢

mjetiva.

Demonstracao. Vejamos que Sy = H, para H subgrupoide amplo de G. Clara-
mente, Sy € H. Como J;, # {0}, temos que h € Sy e portanto, Sy = H. Notemos
ainda que (Sy) C H, visto que, Sy C H. Logo, (Sy) = Sy. Consequentemente,
(Sy) = Sy = H. Portanto, pelo Teorema [3.2.4] 6 é injetiva. O

Observemos que, os Teoremas e nos dao condicoes suficientes para
que a aplicacio de Galois 6 : H ~— R°* seja injetiva. Além disso, o Teorema
vale para qualquer extensdo 3-Galois R sobre R?, nao sendo essa extensio

necessariamente separdvel sobre C'(R)”.
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Capitulo 4

Algebras de Galois e extensoes de

Azumaya Galois

Neste capitulo apresentaremos uma caracterizacao de uma extensao Azumaya

Galois, estendendo os resultados de [30] para o contexto de grupoides finitos.

Assumiremos, neste capitulo, que G é um grupoide finito, K é um anel co-
mutativo, R uma K-algebra, 8 = ({E,},{54}),.; uma agao do grupoide G sobre

a algebra R tal que R = @ E., onde cada E. é uma &lgebra unitaria com

e€Go

identidade 1. # 0 ¢ C(R) ¢é o centro de R. Além disso, consideraremos R uma
dlgebra S-Galois de R® e Hor) = {g € G| By(x1,-1) = x1,, para todoz € C(R)} o

subgrupoide amplo de G definido no Lema [1.2.16]

4.1 Algebras fracamente Galois

Comecaremos esta secdo lembrando que se R é uma &lgebra S-Galois de R,

entdo R é uma extensdo $-Galois sobre R® tal que R® C C(R). Neste caso, pela
Proposicao [1.1.14] temos que Vz(R?) = R. Além disso, pelo Lema [2.1.17, sabemos
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que Vz(RP) = D, cg Js- Logo,

R=Pr=| b ,|P|l b 7

gcg 9€Hc(R) 9¢Hc(Rr)
Por outro lado, R = P,
2.1.19)), entao conforme foi mostrado na demonstragao da Proposicao [2.1.23] temos

que B, = @gege Jg.

E.. Como He(ry ¢ uma unido disjunta de grupos (Lema

Denotaremos € Jg por Ry, € 0 centro de Ry, por Z. Inicialmente

9€Hc(R)
iremos provar que Ry, ¢ uma élgebra de Azumaya sobre Z. Para isso, conside-
remos a decomposicao Hery = HXje(HC(R))O/N(HC(R))Xw 1 <j<r, de Hewry em
componentes conexas, onde (Hery)o = X1 ][ .. [ Xo. Como Hery € [loeg, e
em particular, pela Observa(;éotemos que Her) = Hejego (Hory)e;, 1 <5 <

r.

Teorema 4.1.1. Ry . ¢ uma dlgebra de Azumaya sobre Z.

A demonstragao desse teorema ¢ uma consequéncia do seguinte resultado:

Teorema 4.1.2. [30, Theorem 3.1] Sejam K um anel comutativo, R uma dlgebra
de com grupo de Galois G e H = {0 € G|o(c) = ¢, para todoc € C(R)} subgrupo
de G. Considere Ry = @,y Jo. Entio Ry € dlgebra de Azumaya sobre C(Ry).

Demonstragio do Teorema[4.1.1. Como He(ry = HEJ'EQO(%C(R))ej? 1 <5<, te-

mos que,

D r-B B

hEHc(R> Jj=1 hE(HC(R))ej

Afirmagao. C (@;Zl @he(?tc(m)ej Jh) =@, <C<®he(7{c(m)cj Jh)> :

Seja € C <@;=1®hG(HC(R))eth)' Entdo, z=)"_,x;, onde x; E@hE(HC(R)) I,

€J

para cada 1 < 7 < r. Queremos ver que, r € C’(@he( Jy). Para isso, seja

Ho(r))ej
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y € Gahe(ﬂcm))ei Jn, para algum 1 < i < r. Assim,

Como z € C

Logo, z;y =yz;, e portanto, cGC’(@hE(

Ty = (Zs@) Yy = ijy =z
j=1 j=1
(@;:1@h€(HC(R>)€th>, temos que xy = yx. Mas,
oo ($on) S vn
i=1 j=1

He(r) e,

Jn), 1<j5<r. Por outro lado, seja

re@, (c<@h€(HC(R))eth)). Entéo, = =3/_,z;, onde 2; € C(D e .. I1):

¢j

para cada 1 < j < r. Mostremos que, x € C (@;Zl GBhE(’chz)) Jh>. Para isso,
€j

seja y = 22:1 y; € @;:1 @he(HC(R)) Jn. Entao,

€j

rYy = (Z %‘) (Z yi) = Z LiYi = ijyj - Zyﬂj
Jj=1 =1 Jj=1 7j=1

onde a igualdade (x) é valida, pois z; € C(D)

Ji=1

() (%)

HC(R))ej

S C(@;:1 @he(?—[c(m)ej Jn).

Jy). Consequentemente,

Como cada (He(r))e, tal que e; € Gy, 1 < j < r sdo grupos, entao pelo Teorema

Jp). Assim, pela Pro-

4.1.2) cada Gahe(”ﬂc(m)ej Jy, é separavel sobre C(@he(HC(R))ej

posicao |1.1.5] ®1§j§r@he(ﬂc<m)ej Jn € separdvel sobre ., C<®hE(HC(R))ej Jp).
Portanto, pela Afirmacao, temos que Ryemy = ®heHC(R> Jp € separavel sobre
C(@heHC(R> Jn) = Z. o

Observagao 4.1.3. Como para cada 1 < j < 7, (Her))e; tal que e; € Gy sao

grupos, pela demonstracao do Teorema podemos concluir que Ry, ¢ uma

algebra separdvel sobre C(R).

A partir de agora iremos ver algumas propriedades importantes acerca de Ry o

Comegaremos notando que F := Ry le = @Dgeren Jy ¢ um ideal unitario de

r(g)=e
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Ry gy PaTA todo e € Gy e Ry, = 696690 F.. Com efeito, sejam = = ZQE(H)C(R) x
r(g)=e
er= ZheHc<R) Th € Ragny, onde 1y € Jy e vy € J,. Entao,

S D ST 1 ol E s
heMc(r) 9€Hc(Rr) 9,h€H(r)
r(g)=e r(g)=r(h)=e
Como h,g € Hery, € Hery ¢ uma uniao disjunta de grupos de isotropia, entao
d(h) = r(h). Logo, r(h) = r(g) = d(g). Pelo Lema [2.1.14 J,J, C Jg,. Portanto,
rT € Y ghetom Thy € Dgnerom Jon C© Rapple. De maneira andloga, temos

r(g)=r(h)=e r(gh)=e
que a1 € Ry, 1e, para todo e € Gg. Além disso, pelo Lema|2.1.19]e por Go C He(r),

- @JG < @ Jh = R -

e€Go hG'Hc(R>

Desde que 1g € C(R), entdo 1g € Ry, - Logo, 1, = 1gl, € Fy e 1,x =z = 1,

para todo x € Fj.

Lema 4.1.4. Se h € Her), entao 5h(RHC(R>1h71) C Rty lns onde Bug g
({En}; {Br})nercn, € acio de Hery sobre R.

Demonstragao. Se h € He(r), entao

Br(Raveim 1) = Bl B Jolaw) @ Br(JgLan))

9€Hc(R) )=d(h)
@ Jhgh 1]y, = @ Ji1 C RHC(R)
r(g)=d(h) l€Ho(R)
Logo, Bu(Racip 1h-1) € Ratgm Ln- L

Como consequéncia do lema anterior, podemos definir 3, : Fj,-1 — F}, por

Eh(xlhq) = Bp(xly-1), para todo = € Rateiy-

Lema 4.1.5. BHC(R) ({Fn}, {6h}>h€7{0(3> € agao de Hery sobre RHC(R)
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Demonstracao. Sejam (h,l) € /H%(R) e r € Ry Como d(h) = r(l), segue que

Fl = RHQ<R)1T‘(Z) = RHC(R>1d(h) = Fhfl (S El(fllﬂ) S Fh71. ASSim,

Eh(gl(ﬂ?llfl)lhfl) = Bu(Bi(x1;-1)1p1) = Br(rli-1p-1)

= Bz py-1) = Br(@Ly).

e Bu(z1,) = Bu(x1.) = 21, = Idp. (z), para todo e € Gy. O

Denotaremos a acao BHM) = ({Fn}, {Bh})he?—tcm) de Hc(ry sobre Ry, sim-

plesmente por 5 .

Observacao 4.1.6. Eh é um (R;H(C(R))E—isomorﬁsmo7 onde (RHC(R))B ¢ a subdlgebra

dos elementos invariantes sobre a acao E de He(ry sobre Rty - Com efeito,
Bu(raly-1) = Bu(rlp-—1)Bu(xly-1) = rBu(zly-1),

para quaisquer r € (RHC(R))E exrc RHC<R

)

Definimos

7'_2 = {Eh By — B, | h € HC(R)}-

E podemos ver facilmente que H C I( E(Rﬂcm)) (ver Exemplo [1.2.7)), ou seja,

RHC(R))

H é um grupoide que age sobre Ry, ., por isomorfismos parciais.

Lema 4.1.7. Seja L = {h € Hewr) | Br(xly-1) = 1y, para todox € RHC(R>} 0

subgrupoide normal de Hery. Entao, Hery/L ~ H.

Demonstrag¢ao. Do Exemplo temos que £ é subgrupoide amplo de H¢(r) €
pelo Lema {4.1.4) Bh(R'HC(R)]_hfl) C Ry gy 1. Assim, do Lema [1.2.20} segue que £

¢ de fato um subgrupoide normal de Hc(r).

Definimos ¢ : Hory — H por ¢(h) = Bh. Dados h,l € Hc(r), suponhamos
que Jhl e mostremos que i (h)(l). Para isso, vejamos que d(v(h)) = r(u(1)).
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Notemos que, d(i)(h)) = Fp-1 e r(¢(l)) = F,. Como d(h) = r(l), segue que
d(¥(h)) = r(¥(l)). Agora suponhamos que F(h)(l), entdo d((h)) = r((l)).

Assim, Fj,-1 = F; e consequentemente d(h) = r(l). Além disso, dado = € Fj-1,
Bi(11,1) € Fy, pois Fy = Fqy = Fyny = Fy. Entdo,

(A (@) = Bu(@Lgy-1) = Bu(Bi(ali-1)1,-1)
=Y(h) (W) (x) = W(h)p)(x).

Logo, 1 é um homomorfismo de grupoides, e pela forma que foi construida, ¢ é
sobrejetora. Por fim, provemos que Ker(y) = L. Sejal € L, entdo fj(x1;-1) = x1,
para todo x € Ry, . Como l € L C Hery C [eg, Ger dl) = 7(l) = ¢/, para

algum €’ € Gy. Entdo, dado y € Ry, temos:

(1) (yLi1) = Bilyli-) = Bilyli) =yl = ylo = Be(yle) = Bu(yle).

Logo, 1(I) € Ho. Reciprocamente, dado h € Ker (1)) temos que 9 (h) € Ho. Entao,
w(h) = Ee, para algum e € Gy. Mas, por outro lado, ¥(h) = Eh. Portanto,
W(h)(x1p-1) = By(x1p-1) = 21, para todo z € Rty O

Queremos mostrar que Ry € uma élgebra fracamente Galois central com
grupoide de Galois H ~ Her)/L (ver Definigao 2.2.9). Para isso, provemos alguns

resultados auxiliares.

Lema 4.1.8. (RHC(R))6HC<R) = Z, onde Z € o centro de Ry, g -

Demonstracao. Sejam r € (RHC<R))6HC<R) e € Ry Assim, 7 = deﬂcm) Ty,

onde zj € J,. Entao,

9€Hc(R) 9€Hc(R) 9€Hc(R)
_ / _ _
= E xgrlg = 5 T, rly = ar.
9€Hc(R) 9€M o (r)



Logo, r € Z. Reciprocamente, sejam 2z € Z e g € Hgr). Ou seja, zo = 1z

/

para todo x € Ry, . Em particular, z = }_ o

xy, onde x, € Jg, entao

9€H o (R)

2= getom Toba(21g-1). Assim,

Z 2y By(21g1) = 22 = Z Ty 2.

9€H o (R) 9€H e (R)

Entao, 32 cp  Ta(Be(21g-1) = 2) = 0. Logo, 3o e Jo(Be(214-1) — 2) = {0}
Por outro lado, pelo Lema [2.1.21, E,J, = J,E, = E,, para cada g € Hc(r). Entao,

Ey(By(21g-1) = 2) = (Egy)(By(21g-1) = 2) = Ey(Jg(By(214-1) = 2))

Como J,(By(21,-1) — 21,) = {0}, segue que Ey(B,(21,-1) —21,) = {0}. Consequen-
temente, B4(21,-1) = z1,. Portanto, z € (RHC(m)ﬁ”C(R). O

Observagao 4.1.9. (R, )" = Z.

Notemos que, (RHC<R))B“C<R> = (RHC@)B. De fato, sejam x € (RHC(R>)BHC(R>
e El € H, para algum | € Her). Assim, gl(xll-ﬁ = Bi(x1;-1) = z1;. Entao,
S (RHc(m)E- Reciprocamente, sejam y € (RHC(R))E e h € Hery. Entao, podemos
definir Eh : Fj-1 — F}, tal que gh(y1h71) = Bu(ylp-1), para todo y € Ry, . Logo,

ylp = Bu(ylp-1) = Bu(ylp—1). Portanto, y € (RHC<R))6”C(R>. Consequentemente,

pelo Lema 4.1.8, segue que (RHC(R))B =7.

Teorema 4.1.10. Ry, € uma dlgebra fracamente Galois central com grupoide de

Galois H.

Demonstragao. Mostremos que Ry, ¢ Z-mé6dulo a esquerda projetivo finitamente
gerado e p(Fg)ﬁr(g) ~ Home(r,) (Fy, Fy), para cada g€eH, onde ﬁr(g) CAut(Fy) éo

grupo de isotropia de H.

Pelo Teorema m, Ryyoy € uma algebra de Azumaya sobre Z. Assim, pelo Te-
orema[1.1.11} Ry, . ¢ um Z-progerador. Logo, Ry, ¢ um Z-médulo a esquerda
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projetivo finitamente gerado.

Afirmagao 1. F, ®c(r,) Fy ~ Homer,)(Fy, Fy), para cada g € Hor)-

Desde que Ry, ¢ uma &lgebra de Azumaya sobre Z, entao Ry € Z-
separdvel. Lembrando que Ry, = @D, cg, Fer vejamos que Z = P, 5 C(Fe).

Com efeito, seja ¢ € Z. Em particular, ¢ € > ce, onde ¢, € F,. Para qualquer

e€Go

r = Zeego re € Ry, onde 7. € Fe, temos que cr = rc. Mas cr = Zeego CeTe,
e por outro lado, rc = Zeego reC.. Logo, pela soma ser direta, c.r. = r.c., para
todo 7. € F.. Reciprocamente, dado ¢ € g, C(Fe). Entao, c = 3 g ce, onde

ce € C(F,). Sejar =73 g Te € Ry, onde re € Fr. Assim,

cr:E CGE re:cefr’e:'r’ecezg reE Ce = TC.

e€Go  e€Go e€Go  e€Go
Logo, c € Z.

Pela Proposicao , F, é C(F,)-separavel, para cada e € Gy. Consequente-
mente, F, é uma algebra de Azumaya sobre C(F,), para cada e € Gy. Portanto,
pelo Teorema , Fy ®cr,) Fy ~ Homer,) (Fy, Fy).

Afirmagao 2. Homer,)(Fy, Fy) = (Fy)i(Fy),, para cada g € Hor)-

Notemos que dado f € Homer,)(Fy, Fy), existe ), a; ® b; € Fy ®cr,) Fy tal
que Y(>_,a; ® b;) = f, onde ¢ : Fy ®cr,) Fy — Homer,)(Fy, Fy) dado por
P(> 0, a; ®b;)(x) = Y, a;xb;, para todo x € F,, é isomorfismo. Neste caso, temos
que f(xz) =), a;xb; e

Zail‘bz‘ = (a)i(zb) =Y ((ai)i(bi),)(x).

Logo, f € (F,)i(Fy)r. Reciprocamente, sejam »_ (a;)i(b;), € (Fy)i(Fy), e x € Fy.

Entao,

> (@) ) (@) =) (a(ab) = Z a;h;.

LOgO, Zz(az)l(bz)r S HOmc(Fg)(Fg,Fg).

Afirmacao 3. (F)), = (Fg)lﬁg, para cada g € He(r).
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Sejam (a)lgg € (Fg)lgg e x € F,. Entao

((a)iBy)(x) = (a)i(By(x)) = aBy(x) = aBy(x).

Como a € F; =P heren Jhy temos que a = ZhGHC(m aj,, onde a, € J,. Assim,
r(h)=r(g) r(h)=r(g)

(@iBy)(x) = aBye) = | Y ai | Bola) = D aBylw)

hEHC(R) hEHC(R>
r(h)=r(g) r(h)=r(g)
= Z rlyay = ax = ((a),)(x).
hG'HC(R)
r(h)=r(g)

Logo, (a)lgg € (Fy)r. A reciproca é feita de maneira analoga.

Agora, observemos que (Fy);(Fy); = (FyFy) = (F,)1, para cada g € Hery. Com
efeito, dados Y. (a;)i(b;)i € (Fy)i(Fy): e x € F,. Entao,

D (@b, (z) =Y (@) (b)) () = D ((a:)) (bie)

7 %

= Z a;bjxr = Z(aibi)l(l’)-

Reciprocamente, sejam (>, a;b;); € (F,F,), e x € F,. Entao,

((Z a;bi)i)(x) = Zaibﬂ = (ai)(bw)

i

- Z(al)l((bz)l(w))
= (Z(az)l(bl)l)<x>

Assim, (F,)i(F,); = (FyF,);. Como 1, é a unidade de F, entao F,F, = F,.

Portanto, pelas Afirmagées 1,2 e 3, Home(r,)(Fy, Fy) = (Fg)lﬁr(g), para cada
g c ,HC’(R)‘ O

63



4.2 Extensao Azumaya (alois

Nesta secao apresentaremos uma caracterizacao para a extensao Azumaya Ga-
lois R usando Ry, . Para isso, inicialmente mostraremos alguns resultados aos

quais serao fundamentais para a construcao de tal caracterizacao.

Lema 4.2.1. R™ct0 = Vi(Ry, ).

Demonstracao. Seja x € Rewm | Em particular, x € R e By(zly-1) = x1p, para

todo h € He(ry. Dado y € Ry, 4, temos que y = > y,, onde y; € J,, para

9€Hc(R)

cada g € He(ry. Assim,

Ty =1 Z y; = Z xy;: Z y_;ﬁg(xlg*)

9€EHc(R) 9€Hc(R) 9€Hc(R)
/ /
= g Y,rly = E Y, | xlg = zy.
9€H o (R) 9€H o (R)

Logo, z € Vp(Ru, ). Reciprocamente, sejam z € Vr(Ryu.,) € 9 € Howm).

Entdo, xy = yx, para todo y = > g € Bugp, onde yy € J,.  Assim,

9€Hc(R) Y

xy:ZgE’HC(R) y‘/q/Bg(mlgil) e’

Z YoBy(wly1) = yx = Z Yo

9€EH c(R) 9€EH c(R)

Entao, de%cm) Yy(Bg(z1y-1) — ) = 0. Logo, ZQEHC(R) Jg(By(214-1) — x1,) = {0}.
Por um argumento analogo ao utilizado na demonstracao do Lema [4.1.8] segue
que Ey(By(x14-1) — x1,) = {0} e consequentemente fy(xl,-1) = x1,. Portanto,

z € RMem) O

Lema 4.2.2. R™cw ¢ dlgebra de Azumaya sobre Z.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que como R é uma algebra [§-Galois de

R?, pela Observacao [2.1.12] temos que R é uma extensdo separavel sobre R® tal
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que R? C C(R). Assim, pela Proposicao m, R é uma extensao separavel sobre
C(R) e assim R é algebra de Azumaya sobre C'(R). Pela Observacao [4.1.3, temos
que Ry, ¢ separdvel sobre C'(R). Além disso, C(R) C Ry, C R, entao pelo
Teorema , VR(R3e ) € separdvel sobre C(R) e VR(VR(Ragn ) = Bae -

Como Vr(Ry .y ) € separavel sobre C(R), pelo Teorema 7 Ve(Ryg ) €
uma algebra de Azumaya sobre C(Vr(Ry,, ). Vejamos que, Z = C(Vr(Ryupp))-
Com efeito, sejam x € Z e y € Vr(Ry, ., ). Entao, zb = bz, para todo b € Ry, -
Em particular, xy = yx. Portanto, z € C(Vr(Ry ). Reciprocamente, dados
z € C(VR(Ruen)) € Y € Rug ), temos que xa = ax, para todo a € V(R p)-
Como Ry, = VR(VR(Raer)), segue que y € VR(VR(Ryg gy, ). Ou seja, yb = by,

para todo b € VR(RHC(R)). Em particular, xy = yx. Logo, x € Z. Assim, pelo

Lema [4.2.1, R™om = Ve(Rye g ), logo Rt ¢ uma dlgebra de Azumaya sobre

Z. O

Consideremos Ry . RPem C R. Notemos que,
(RHC(R> RBHc(R) )lh = RHC(R) 1hR6HC(R) ’

para cada h € Hc(ry. Denotamos RHC(mlhRﬁ“C(R) := Ty, e vejamos que T}, é ideal

unitdrio de Ry, R™ecw . De fato, como R™ew = Va(Ragm)s

<RHC(R) RBHC(R) )Th = RHC(R) RBHC(R) (RHC<R) 1hRﬁHC(R>)
= B B
= RHC(R) RHC(R)lhR o®) R owr)

C Rty IR0 =T,
Além disso, dado h € He(r), segue que
6h<RHc(R) RBHC(R) 1h—1) = ﬁh(RHC(R)lh—l)ﬁh(RBHC(R) lh—l) - RHC(R)lhRBHc(R) 1;,.

Assim, para cada h € He(g), definimos B i Ty — Ty—1 por By(zly-1) = By(x1)-1),

para todo = € RHO(R)Rﬂ”C<R>. De maneira andloga ao que foi feito no Lema [4.1.5|
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podemos mostrar que ﬁHC(R) ({7}, {ﬁh})he’ﬂc(m ¢ uma acao de He(g) sobre
Ratgin Rﬁ%‘(m, ao qual denotaremos por 3. Além disso, 35 é um (RHC’(R) R’BHC(R>)B-

isomorfismo, para cada h € He(r)

Definimos

K= {ﬁg -1 — T |gEHC(R)}

E podemos ver que, K C [

" n (RHC(R)Rﬂ”C(m), ou seja, K age sobre
He(R)

6“0(3))

Br . ..
RHC(R)R c¢® por isomorfismos parciais.

Lema 4.2.3. Seja L = {h € Howy|Bu(zlp-1) = w1y, para todox € Ry, } 0

subgrupoide normal de Hery. Entao, Hery/L ~ K.

Demonstragao. Definimos ¢ : Hory — K por ¢(h) = Br. De maneira anéloga
ao que foi feito no Lema [£.1.7, ¢ é um homomorfismo sobrejetor forte de grupoi-
des. Mostremos que £ = Ker(¢). Primeiramente, notemos que se [ € L, entao
Bi(x1;-1) = x1;, para todo x € RHC(R)RB. De fato, por definicao, dado qualquer

l € L, temos que Bi(yl;-1) = y1;, para todo y € Ry, - Assim,

Bi(z1-1) = (Zazb 1,- 1) :Zgl(aibillfl)
= Zﬂl(aibill—l) = Zﬁ[(aill—l)ﬁl(bill_l)

= Zaillbill = Zaibill = $11,

para todo x = . a;b; € RHC(R>RﬁHC<R). Consequentemente, 3;(z1;-1) = x1;, para
todo x € RHC<R)R5HC<R>. Agora, seja | € L. Como £ C Her) C Heego G., segue

que [ € G, para algum e’ € Gy. Assim,
131171 = J?ld(l) = xlr(l) = Ille = Bé(xl’e) S Te/.
Entdo, ¢(1)(x1;-1) = Bi(x1;1) = x1; = fi(x1.). Logo, ¢(I) € Ko. Reciprocamente,

seja h € Ker(¢). Entao, ¢(h) € Ko. Assim, ¢(h) = f., para algum e € G.
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Por outro lado, ¢(h) = B Logo, ¢(h)(zl;-1) = Bu(xly) = 21y, para todo

T € RHC(mRﬂHC(R% Portanto, pelo Teorema [1.2.3, Her)/L ~ K. O

A partir de agora, consideremos

JFHC(R)

f ={z € F,|yx = x5,(yl,-1), para todoy € RHC(R)}>

” R
para cada g € Her)/L ~ H. Notemos que, dados z € Z e x € Jj Howm

y(x2) = (y2)z = (@B, (yly1))z = 2(5y(yly1)z)

= 2(2B,(yly1)) = (22)B,(yly),

para todo y € Ry . Assim, podemos induzir uma estrutura de Z-médulo a

Ho(Rr)

R
direita em J; . De maneira analoga, induzimos uma estrutura de Z-médulo a

Ry
esquerda em J,

Lema 4.2.4. Ry, ¢ uma dlgebra de Galois central com grupoide de Galots H ~

R
Heow)/L se e somente se J; Howm D ( l)eL o Jgi, para cada g € Hery /L
d(g)=r(l

Demonstragao. Suponhamos que Ry, uma algebra de Galois central com gru-

poide de Galois H o~ Hery/L. Da Observacaod.1.9) temos que (RHC<R))5HC(R> =Z.

Assim, pelo Lema [2.1.17] segue que

Ry
Rucw= P ™. (4.1)
G€EHc(rR)/L

R
Afirmacao 1. @iengp Ju C Jj Hom
d(g)=r(1)

Sejam z = ZZG’HC(R) Tgl € @zeHC(R) ng ey e RHC(R)' Entao,
d(g)=r(l) d(g)=r(l)

Ty = Z Tg | Y= Z Bgl<y1(gl)*1)xgl = Z /Bgl(yl(g)*l)xgl
IE,HC(R) ZE’HC(R) ZE’HC(R)
d(g)=r(l) d(g)=r(l) d(g)=r(l)
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= Z 5g(ﬁl(yll—1)1g—1)xgl: Z 5g(ylg_1)xgl
ZEHC(R) lEHC(R)
d(g)=r() d(g)=r(l)

= Z By(ylg-1)zg = By(yle-1) Z Tg | = By(yly—1)x
ZEHC(R) ZEHC(R)
d(g)=r(1) d(g)=r(1)
R
Logo, x € J; Howm)

Como H¢(r) :ngign g;:L, dado g € He () entao existe | € Her) tal que g = g;l

com d(g;) = r(l), para algum 1 < i < n. Assim, @geﬂcm) Jg = Dt D ienciny Jat-

d(g:)=r(l)
Por defini¢ao, temos que Ry, = ®96HC(R) Jg. Ou seja, podemos reescrever,
Ry = Diet D 1emcny Joit- Logo, de 1) segue que
d(gs)=r()

a RHC(R)

S B - @ i 42

i=1 leHo(R) G€Ho(r) /L

d(g:)=r(l)

R
Portanto, da Afirmacao 1 e de 1) temos que J; How _ fan) G s
d(g)=r(l

R
Reciprocamente, suponhamos que J; o _ &) G2 )ng7 para cada g € Hor) /L.
d(g)=r(l

- . Ry
Entdo, pelo mesmo argumento usado anteriormente, Ry, = )

gE’HC(R)/ﬁ g
R R ~
Afirmagao 2. J; How Jgjcm) = C(F,), para cada g € H ~ Hery/L.

Pelo Teorema {.1.1} Ry, ¢ uma élgebra de Azumaya sobre Z, entao pela
Observacao|l.1.19] Ry, , € uma extensao Hirata-separdvel de Z. Assim, pelo Lema

R R _
2.1.24] Jgjc(R)J How Vi,(Rye ), Para todo g € H =~ Hery/L. Vejamos que

g

Vi, (Riten) = C(Fy). Com efeito, seja x, € Vi, (Ryp ). Como x4z = 2z, para

todo z € Ry, , em particular, z = > Ze, onde z, € F,. Consequentemente,

e€Go
Tg2 = T, Zeego Ze = XgZzg, € por outro lado, zx, = x42,. Entao, x4z, = 2424, para
todo z, € Fy. Reciprocamente, sejam x, € C(Fy) e y = Y g Ve € Rp - Entao,

Lol = Tyg Z Ye = Lglg = YgTg = Z Yelyg = YLg-
e€Go e€Go
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Portanto, z, € Vp, (R, )-

Além disso, do Lema [4.1.8| temos que Z = (RHC(R))B”C@), e ainda por Ry,

ser uma algebra de Azumaya sobre Z, segue da Proposicao [2.1.22] que Ry oy € uma

algebra de Galois central com grupoide de Galois He(ry/L. n

Mostramos no Teorema (4.1.10 que Ry, ¢ uma &lgebra fracamente Galois
central com grupoide de Galois H e no Exemplo mostramos que, em geral,
uma extensao pode ser fracamente Galois e nao ser Galois. Porém quando R for uma
extensao de Azumaya [y, . -Galois, o teorema abaixo garante que, em particular,

Ry p serd uma algebra de Galois central com grupoide de Galois H.

Teorema 4.2.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) R € uma extensio Azumaya By, -Galois;
(ii) Z = C(R);
(iii) R = Ry, RPrewm

(1v) Rapy € wma dlgebra de Galois central com grupoide de Galois H ~ Ho(r)-

Demonstragdo. (i) = (i) Suponhamos que R é uma extensdo Azumaya B, g -
Galois. Assim, R é uma extensio By, , -Galois de RPew ¢ RPHew g C’(R)BHC(R)—
algebra de Azumaya. Pelo Lema RMem ¢ algebra de Azumaya sobre Z,
entdo Z = C(R)™ew . Como C(R)™ew c C(R), segue que Z C C(R). Por
outro lado, seja € C(R). Como C(R) C Ry, entdo x € Ry, . Além disso,
ry = yx, para todo y € R. Em particular, dado z € Ry, , temos que 2z = zy.
Logo, x € Z e portanto Z = C(R).

(i) = (iii) Suponhamos que Z = C(R). Entao, pelo Teorema , Ratiny €
algebra de Azumaya sobre C'(R). Consequentemente, do Teorema , temos que
R ny ®c(r) VR(RHC(R>) ~ R. Assim, RHC(R)VR(RHC(R)) = R, pois dado = € R,
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existe a ® b € Ry @c(r) VR(RHC(R)) tal que z = ab. A reciproca é clara. Pelo

Lema [4.2.1} RBHC(R) = VR<RHC<R))7 logo R = RHC(R) RBHC(RL

(iii) = (iv) Suponhamos que R >~ Ry ., R™Mow) | Assim, K ~ Her). Pelo Lema

4.2.3, K ~ Hery/L, entdo Her) ~ Hewr) /L. Logo, L = Ly. Pela Observacao

2.1.16( e pelo Lema (4.2.2 Ry . e RMem szo subélgebras C'(R)-separaveis de

R. Como Ry, ®c(r) Rom ~ RHC(mRBHC(R) = R entao pelo Teorema [1.1.17],

Raion € R™cw gao dlgebras de Azumaya sobre C(R). Logo, C(R) = Z. Vejamos

He(R) Hor)

R R
agora que J, = J; , para cada g € He(r). De fato, sejam z € Jj; ey€ER

tal que y = ab, onde a € Ry, e b€ R et | Assim,

zy = z(ab) = (za)b = (B,(al,1)z)b = (B,(al,1)x)b.

Pelo Lema 4.2.1} sabemos que R” = Vz(Ry, ), entao

zy = (Bg(alg-1)xb = Bo(aly-r1)bx = By((ab)ly-r)z = gg«ab)lg‘l)x

Howm) _ Jf%”cm)

R
Assim, x € J,. A reciproca é clara. Como £ = L, temos que J, 5

Logo, pelo Lema , segue que Ry . ¢ uma algebra de Galois central com
grupoide de Galois H ~ He(r)-

(iv) = (i) Suponhamos que Ry, ¢ uma élgebra de Galois central sobre C(R)
com grupoide de Galois H ~ Her). Como R é uma extensao 3-Galois de RS,

onde 3 ¢ acao de G sobre R e H¢(r) ¢ amplo, entao pelo Teorema 2.1.18] R ¢ uma

extensao By, ,,-Galois de Rewm | Por hipétese, Z = C(R) e pelo Lema {4.2.2]

R™ew é 4lgebra de Azumaya sobre C(R). Notemos que C(R) = C(R) ™ c@) | pois
dado x € C(R) = Z = (RHC(R))BHC(R) e g € Hor), em particular, ¥ € Ry, e
By(x1,-1) = 21,. Logo, C(R) C C’(R)ﬁ”C(Rk A reciproca é clara. Portanto, RHowm

é algebra de Azumaya sobre C/(R) e O

O Teorema generaliza a Proposigao [2.1.20] e com isto temos o seguinte

corolério.
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Corolério 4.2.6. Se J, = {0}, para cada g ¢ Her), entdo R € uma dlgebra
B r -Galois central e C(R) € dlgebra 3-Galois de R".

Demonstracao. Lembremos que,

R=PB1,=| b ,|P| b 7

geG 9€H o (R) 9¢Ho(R)

Assim, como J, = {0}, para cada g ¢ Hc(r), segue que Ry = R Assim, este é

o caso do Teorema |4.2.5( em que Ry, R = Ry, onde RMem = C(R). [
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